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1 Einfiihrung in die gewo6hnliche Differentialgleichungen

GG: in der wir eine Funktion x : I — R suchen, in der Gleichung kommen auch Ableitungen von x vor:
(Partielle DGL: Gleichung, in der wir Funktionen u :  — R suchen, Q C R? d > 2, in der Gleichung kommen
partielle Ableitungen nach mindestens zwei Variablen vor.)

System: GDGL, selbe Definition, n Gleichungen fiir  : I — R"

' = 0 — geldst von jeder Konstanten Funktion
x(tg) = xo Anfangswert

= flx(t),t) € (to,T)

Anfangswertproblem
x (to) = Zo

1.1 Beispiel 1: ,,stetige* Verzinsung

Tégliche Verzinsung mit Zinssatz r
t = 0, Vermogen Vy, 6t = %

V() = Vo(1 4 rdt)
V(2%0)=V()(1+rdt)

.I;(t +0) =V ()1 + rdt)

5 —
V(t+ 6)t V(t) _ V(t)T

1.1.1 Taylor-Entwicklung

V(t+0t) =V(t)+ V' (t)dt + 1/2V"(1)6t%, T € (t,t + 5t]

k . ) 1
_ L1/7() jo_ — k41 k+1
V(t+ 6t) —V(t)—i—JZ:lﬁV (5t)7 + C 1)!V (1)(dt)

sHk+1 :
s ((k)+1)! [NV EFD o

V/(t)+1/2V"(1)dt = rV (¢)

ot — 0,V'(t) = rV(¢)

log(V)Y =V'/V =r

log(V)=rt+c

t=0:1log(Vo) = ¢,log(V (t))0rt + log(Vy), V (t) = Voe™

Spezialfille von 2’ = f(x,t)

Separierte Dgl.: o’ = g(z)h(t)

o = hlt)

Suchen Stammfunktion von 1/¢g und von h

G'(x) = 1/g(x), H'(x) = h(t)
LG(a(t) = G'(x(t)a'(t) = s
Gz(t)=H({t)+c

x(0) = x9g — ¢ = G(zg) — H(0)
G(x(t)) = Glao) + H(t) — H(0)
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1.2 ‘Lineare Dgl* mit konstanten Koeffizienten

' = Ax, A e R"*"
oo

Ank
$(t) _ eAt T0 At — kgo ( kt')

~—~
chn ER"Xn cRn

einfacher fiir A diagonalisierbar

A = BDB™!', D Diagonalisierbar, B regulire Matrix
A? = BDB 'BDB~!' = BD?B~!

Ak = BDFB~1

2(t) = B(e® t)B1x

2’ = Az,x = By,y = B 'z,2’ = By’
By = ABy — y'B7'ABy — v/ = Dy — vy, = dxys

1.3 Beispiel 2: Newton’sche Teilchenmechanik
x(t): Raumkoordinaten zur Zeit ¢

v=x
Massenbeobachtung mv’ = F(z,v,t)

¥ =v Dol
mz” =mv' = F(z,v,t) & e

N Teilchen, i = 1, ..., Na;(t), v;(t)

/
T =
My = FF (i, 0i,t) + 3 Fij(@,25)
J#i
Fij = —Fj;

6N Differentialgleichungen

1.3.1 Gravitation

F” _ —G MM, (xl _ .Z']) — —V(G MM )

lzi—w;3 i —a;]
N =2:
/I A
T1 = V1, Ty = V2
I (G _mama _
M5 G‘11712|3 (1 — x2)
movUy = +G ‘ITLZL;P (l‘l - ,Tg)
1.3.2 Impulserhaltung
miv] + movh =0
= M1vU1 + Movy = const
= myz) +mexh =A
= myix] +mevy = At + B
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1.3.3 Energieerhaltung

d(_ mimso 1 2 1 2\ _
o ( lel—wzl + 5mivi + 5mavy) =0

16.10.2009

1.4 Beispiel 3: Molekulardynamik

N Molekiile, z; € R?, v; € R3, (p; — mv; € R?)
Sﬂ; = V;
my, = =VUeei(xi,t) = 3 VUini(2; — x5)

J#i
Pot Energie Y Uegi(zi) +1/2% Ui (i — )

1,J

5—

47 —

37 ]
wt 2h ]
= L

1 _

0 \/

_Emf. 1 . 1 . 1 . N
r 15 2 25
rr,l

Abbildung 1: Lennard-Jones-Potential V vs. Abstand r zwischen den Atomen

Problem: extrem kleine Zeitschnitte notig bei der numerischen Losung, um Durchdringung zu vermeiden.

1.5 Beispiel 4: Reaktionskinetik

Monomolekulare Reaktion: (z.B. Radioaktiver Zerfall)
Wahrscheinlichkeit einer Reaktion von A zu B in Zeitintervall (¢,¢ + §t) ~ kot
na(t) = Anzahl von Molekiilen A zum Zeitpunkt ¢; dna(t + 0t) = na(t) — kdtna(t)
nalteotonalt) — _pp (1)
5t A
dt— > 0,0/, (t) = —kna(t)
na(t) =na(0)e
Bimolekulare Reaktion:
A+ B—>[k+] < —[k=]C+D

1.6 Beispiel 4: DNA-Replikation

n'y =np = —ki na(t)ng(t) +Ek_nc(t)np(t)
—_——
=Anzahl der (A,B)-Paare
ng =ng =kina(t)np(t) —k_nc(t)np(t)
Einhaltung der Gesamtanzahl: (na +npg +nc +mnp) =0
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1.7 Beispiel 5: Populationsdynamik

n(t) = Anzahl der Individuen zur Zeit ¢
n'(t) = gn(t) — sn(t) = (9 — s)n(t)
n'(t) = (9 — s)n(t) + E(t) — A(t)

1.8 Beispiel 6: Riuber-Beute Modell(Lotke-Voltena Modell)

R(t) = erw. Anzahl an Réubern
(t) = erw. Anzahl an Beutetieren
"(t) = aB(t) — bB(t)R(t)

'(t) = —dR(t) + cB(t)R(t)

B
B
R
B(0) = Bo, R(0) = Ro

1.9 Beispiel 7: Minimalkurven

Was ist die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkte?
= f; V14 y (x)?2de + ffF * ydz
Suche das Minimum iiber alle Funktionen y mit y(a) = ¢
y(b) =d
Storungen ¢(x) mit ¢(a) = ¢(b) =0
y + €¢ ist ebenfalls Kurve zwischen (0, ¢) und (b,d).
Fiir Minimum y gilt: E(y) < E(y + €¢), Vepsilon > 0
f(e) := E(y + ep)hat Minimumbeie = 0.
:> f’(O) =0
f\/1+ (Y +¢¢')’ + [ Py + ed)du

2(y' +eg) ¢’ b
fa 1\/1y+(y "+e¢’)? do + ), Fode

f’(O)—fb( m ¢>dm

(0) 70 >f¢> dz—OVqﬁmth&() 0, 6(b) =0

\/W
y(a) = c,y(b) =
F= ’\/1117 = const
y/2:C2(1+ /2):>y/2: 1C62
y' = == = const = y linear

y/ ’ o (1+’[//2) y/2 1" o y// 17 o

= = =y"=0

(\/1+y’2) N S Y

2 Existenz und Eindeutigkeit des AWP

' (t) = f(z(t),t),x: [to,T)— > R™, f: R™ x [to,T)— > R"
$(t0) = X0
Suchen x € C*((to,T))"

2.1 Lokale Existenz

Es existiert 7' > to, sodass AWP eine Losung = € C'((to,T))"
Globale Existenz: Fiir alle T > ¢y hat AWP eine Losung z € C((to, T))"
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Beispiel: ' = x— > x(t) = xpe!, globaler Existenz
Beispiel: 2/ = —e™% = %2’ = —1

integriert: e = —t4+c¢,t =0:e" =¢

x = log(e*® —t)

Nur Existenz fiir ¢ < e

tmaxr = e®o

Minimalanforderung fiir Existenz: f stetig

2.2 Satz: Satz von Peno

’Satz von Peano: f stetig = lokale Existenz

20.30.2009

a'(t) = flx(t), 1), t € (to, T)
x(to) = T

fe C(Rn X [to,T]),{EO € R"
Suche Losung: z € C((tg, T))™
x(t) —xg = ftf f(x(s),s)ds
x(t) = xo + j;f f(x(s),s)ds

x = F(x), Fixpunktgleichung
f:C((t0, T))"—= > C((to, T))"
r— > 0+ f:ﬂ f(z(s),s)ds

= wohldefiniert

2.3 Schaudersche Fixpunktsatz

F: X — X, sei stetig (r1 = « = F(x1) — F(x)) und kompakt (M beschrinkt = F(M) priakompakt = F (M)
kompakt) X Banachraum

D abgeschlossen und beschrankt mit F(D) C D = Dann existiert ein Fixpunkt von F' € D, d.h.7 € D mit
T = F(T)

2.3.1 Anwendung auf DGL

D= BR(LL'()) =x € C((to,T))nm.T — mOHoo <R
|[#]|co = supyepsy, [12(8)]], (euklidische Norm, da x(t) € R")
¢

||F(2)=zoloc = sup ||ff(ff(8)78)d8||SSltlp((t—to) sup ||f(x(8)78)||)§§t:((T—to) sup |[[f(x(s),s)) =

t€(to,T] to SE(to,t) s€to,T)
(T —to) sup |[[f(x(s),s)
s€to,T)
|z —zol| < R

supy ||z(s) — zol| < R
Vs ||z(s) —zo|| < R
x(s) € BE (o)

< (T - to) SUPselty,T],2 ||f(Z7 S)H

z € BE" ()

f ist stetig, BE" (x¢) x [to, T] ist Kompakt in R"*! = f ist auf dieser Menge beschrinkt, sup, . (2, s)]]
<C

= [[F(z) — x| < (T —10)C(R, T) < R

limT,>0 (T - to)C(R, T) =0
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C(R,T) = 5D,y 11,055 (o) 1 (5 9)|| = SUD_ [ (2 o) eschriinkt
= 3T > tomit (T — to)C(R, T) < R
= ||F(z) — 20|l < R= F(z) € Bgn(mo)

Kompaktheit: z,, € C((to,T))" beschrinkt
= F(x,) < C([to, T])™ hat konvergente Teilfolge

2.4 Satz von Auzela Ascoli

Die Funktionenfolge z,, hat auf einem Intervall [ty, T] eine konvergente Teilfolge in der co-Norm (j= gleichméfi-
ge Konvergenz), wenn sie gleichgradig stetig ist. Va,Vd > 03¢ > OVz,, @ [t — s| < € = |2o(t) —zn(s)| < § =
gleichméfig stetig

&, beschrankt in C([tg, T])"

lznlle < C

t,s € (to, T]

[[E () (s) = F (an II—Hff n(7), T)dT— ff Tn(T dTII—Hff (1), T)dr|| <ft=s| > |If(zn(r), 7| <

TE[t,s]
|t —s| sup ||f( e (T) )||
TE[to,T SN——
€BE™(0)
<t —s sup 1F (2l < Clt — ]
~ TE€(to,T],z€EBE™(0)
C unabhingig von n.
€(d) = % unabhéngig von n(z,)
Satz von Anzelo-Ascoli = F(z,) hat konvergente Teilfolge in C([to, T])"
= F ist kompakt, F(Bgr(x¢)) C Br(xo), falls T' — to hinreichend klein ist.

Schouders lepunktsatz =z = F(x)

x(t) = xo + fto ,8)ds, hat einen Fixpunkt in Br(zg), falls T hinreichend klein
Fixpunkt =

z(t )—xo—i-ft ,8)dx € C*([to, T))"

T'(t) = f(f(t)ﬂf)

f(to) =y

= T lost das AWP
Satz von Peano: f stetig, g € R". Dann existiert T' > ¢, sodass das AWP eine Lésung in (¢, T") hat.

Beispiel: ' =z, t > 0 und z(0) =0
0 < a <1, z* stetig, aber keine eindeutige Losung.

2.5 Satz von Picard-Lindel6f (globale Version)

f stetig, o € R", f Lipschitzstetig im ersten Argument, d.h. Vz,y € R"Vt >t : || f(x,t) — f(y,t)|| < L|jz — ||
Dann existiert fiir alle T' > ¢ eine eindeutige Losung des AWP.

Beweis iiber Banach’schen Fixpunktsatz

Banach’scher Fixpunktsatz: F': X — X, D beschriinkt, abgeschlossen, konvex mit F(D) C D und F sei kon-
traktiv, d.h. 3y < 1Va,y € X||F(z) — F(y)|| < ~l|z — yl|

Lipschitz-stetigkeit von F

IF@) = FW)llo = sup || [y (f(2(s):8) = f(y(s).9)dsl| < sup ((t —to) sup [|f(x(s),5) = f(y(s),5)l) <

t€[to, T t s€E[to,t]
(T—to) supyepe,, 1 |1f(2(s),8) = f(y(s), s)|| < [Lipschitzstetig|(T'—to) sup, Lz (s) — y(s)|| < (T —to)L [[z—yl|o
N———

¥
Wir brauchen v < 1, OK fiir T < to + 1/L

23.10.2009
x' = f(xvt)in(thT)
z(0) = zo
t
F(z)(t) = w0 + [y f(x(s),s)ds
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v’ = Lx = x = xge®?, |L| ist Lipschitz-Konstante von f = Lz

e~z ist beschrinkt

[|z]]e = supsefe,,rile™ ()]

[|.]|c ist &quivalent zur co-Norm

z=la(t)]] > [lez(t)]| = e=T||z(t)]|,c > 0
= 0|2l > [[2]le > T alloc

C([to, T]) mit ||.||. ist Banachraum

t

sup (e || [ (f(z1(2),5) — f(22(s), 5))ds]]

t€[to, T to

[|F (1) — F(x2)lle

< s (e [ 1Fn(s).) = fleats). )
< sup(e / Lilz1(s) — 22(s)]ds)

— sup(e / Let (|1 (s) — za(s)]) )

t

<suprepeg, (e 7|21 (T) =22 (T)[)=] |71 —22||C

t
< sup(e [ Leljon — aalleds
t to
= sup
t(e=ctL1/c(ect—e=ct0)||z1—x2]|c)

= L/c||lz1 — z2|lcsup (1 - ec(tO*t))
t

= L/cllzr — zaflo(1 — e T)

7= L/c(1 — etto=T)

<lfire>L

y=1—elto=T) <1 fiirc=1L

= F' ist kontraktiv

F bildet Br(zo) = {x € C([to,T])™ : ||:1c - y0|| € R} in sich selbst ab

I|1F(z) — ol —supteto, e[ [ f(a(s), 5)ds]]
= sup, (e Ct||j;0 — flxo,s) ds—i-j;o (xo, s)ds||)
< sup; (e (. ||f ) (o, 9)llds + [ ||f (o, 5)||ds))
T
sSupte-Cfftouf(x(sx §) = F(zo,5)\ds + e~ / 1F (o, )]|ds

=:A
<yl = woll. + A
<YR+A<R
erfiillt fiir R > 2=
Voraussetzung des Banach’scher Fixpunktsatzes erfiillt auf Br(zp) = F hat einen eindeutigen Fixpunkt
ZundZ € Br(zo)
=7 = f(T,1),t € [to, T
f(to) = IoT € Cl([to,T])

Was passiert, wenn f nun lokal Lipschitz-stetig ist? f stetig diffbar bzgl. x
Lar = supjjo, sz, )|

lokale Lipschitz-Konstante in M

f(@1), f(22) = 0, f(§)(z1 — 22), € € [21,72]

1f(z1) = f(z2)l] < 0= f(OIll[z1 — 2] < Lag[lzy — zo| fiir alle 21,20 € M

0. f stetig, f stetig

= (i) es gibt T > tg, sodass die Losung in [tg, T existiert.

(ii) Es gibt hochstens eine Losung.

Beweis von (ii) Angenommen, z1 und zs sind Losungen mit @1 # xo,x1(tg) = xo = x2(to)
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X1 # To = 3T > to, so dass x1(t) # x2(t) in (7,7 + €) und z1(t) = na2(¢) in [to, 7]
t>7:x1(t) =21(7) + f: f(x1(s),s)ds

23(t) = @a(7) + [] f(2a(s), 5)ds

w1 (t) = 2| = || [] f(21(5),8) = f(2(s), 5)ds]]

< [T (@1(s),5) = flaa(s), s)]|ds

= [T 110: £(£(5), 8)(x (s )—952( )llds

lle1(8) = 22 (B)]] < [ 1102 F(§(5), 9] = SUD e (7 |21 (0) — w2 ()] |ds

= [T |02 £(&(s), 5)l|ds Py ey 1y ll71(0), 22(0)|

T+e€
|21 — 220 = / 102 (£(s),8)llds  [[x1 — 22|

—0 fiir e—0,<1 fiir € hinreichend klein
€ hinreichend klein = ||21 — Z2||oo < |1 — 22|00 = 1 = 22 auf (7,7 + €) Widerspruch, dan < 1
= es gibt kein solches 7
= 11 = x5 fir alle ¢.

Beweis: (i) M(R, T) = SupzeBR”(xo),te[to,T] 10 f (2, 1)

F(x)(t )—xo—l—fto ,8)ds
|[F'(z1) = F(z2)]| = sup, H JE (F(xa(s),5) = f(xa(s), 5))ds|| < sup, [} [|0aF(£(5), 5)(x1(s) — w2(s))]|ds
< sup, [, 1021 (s, 5)]| ds||z1 — T2[oo

—————

<sup.cp, 10 (5 )| SM(R,T)
T1,Ty € BR(J?())

§(5) € [z1, 22] = £(s) € BE" (x0)

< sup, ft (R, T)ds||x1 — 22]|o

< (T~ to)M (R7T) # |21 = 22loo

3 Stabilitdt von DGL

Verschiedene Begriffe

3.1 Kondition

Anderung von z beziiglich der Eingabe
—r € R

—f:R" X [to,T] = R"™

vel. |z — &|zull (z0, £) — (Fo, P2

a’ = f(t)
x(t Oxo—|—ft s)ds
U—m+& $) — Fs))ds

oo-Norm fiir und f
|lz = Zl|oo < [lzo — Zoll + (T — to)l|f — fll
oo-Norm fiir z, 2/, co-Norm
|2lle, = maz||z]|co, [|2"]]o0
[|l2" = &[[oo = |If = flloo
Fehler in der Kriimmung (2), ||z||c2 = maz||z||so, ||2'||co, [|2" || 0o
nur sinnvoll fiir f € C!
11 — f/
2" — "||oo < [|f" — f'l|cc — Stabilitit f gemessen in C*

Stabilitidt auch oft Verhalten von x fiir ¢ — oo Stabilitét von Fixpunkten, 2’ = f(z), f(T) = 0,7 € R"
x stabil, wenn x(t) — T fiir ¢ hinreichend nahe bei T

27.10.3009
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3.2 Einschrittverfahren fiir gew6hnliche DGL

Motivation: =’ = f(t,x), x(ty) = xo, AWA
Problem: Wir kénnen die Losung nicht analytisch berechnen

= Loésung: approximiere die Losung x € C1([0, 7], RY) mit Hilfe von numerischen Verfahren.

3.2.1 Eulersches Polygonzugverfahren(1726)

1. Schritt: Lege durch Py = (tg,z¢) eine Tangente mit der Steigung mg = f(to, xo)
2. Schritt: Gehe entlang dieser Tangente t1 = to + 70,21 = xo + f(to, z0)

3. Schritt: Berechne Tangente im Punkt (t1,x1)m; := f(t1,21)

Allgemeine Methode bei Einschrittverfahren (ESV)

Zerlege das Zeitintervall [z, T] in n 4+ 1 gewé#hlte Zeitschritte

hier nicht dqudistante Schrittweiten: t;11 =t; + 75,7 =0,..,ns — 1

Gitter § = 1o, .., 1, t; = Gitterpunkte

Definiere: (Feinheit des Gitters)

Ts = MaXo<j<n, , |7

Es numerisches Verfahren findet so ein A und ordnet diesem Gitter eine Gitterfunktion yp
soll gelten: za =~ z(t)Vt € A

Wir bestimmen xp rekursiv: (2-Term-Rekursion)

(i) zp(to) = o
(i) zp(tj+1) = 2(t;) + 75 x Pt xa(t)), 75)

mit (¢, x, 7) Verfahrensfunktion/Schrittfunktion
explizites Eulerverfahren: ¢ (¢, z,7) = f(t,x)

(i) za(to) = o
(i) za(tj+1) = 2p(ty) — 75 f(t;,2a(t)))

Beispiel: 2’ =1+ 22 = f(t,z) = z(t) = tan(x)

z(0)=0

I =[0;0.5]

S=0.1
J |t | zp(ty) | =(ty)
0| O 0 0
11]0.1 0.1 0.1003
21 0.2 0.201 | 0.2027
31 0.3 | 0.3050 | 0.3093
4104 | 0.4193 | 0.4228
51 0.5 | 0.5315 | 0.5463

Idee von ESV: z(tj11)x(tj4+1) berechnet man mit Hilfe von z(t;)
Idee von MSV: z(t;11)x(t;+1) berechnet man mit Hilfe von x(t;), z(t;—1,...

: A = R? zu. Es
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3.3 Konsistenz

Sei z die Losung des AWP und ¥ Verfahrensfunktion, dann heifit 7(¢;, z(¢;), ) = %jm(” — (ti, x(ts)),
Verfahrensfehler /Konsistenzfehler an der Stelle (¢;, z(t;))
Das KF/VF gib an, wie gut die exakte Losung das Einschrittverfahren erfiillt.

3.3.1 Definition: Konsistenz

Ein Verfahren heifit konsistent, wenn r (¢, z(t),7) — 0 fiir 7 — 0
Ein Verfahren heifit konsistent von der Ordnung p, wenn 7(t;, z(t;), ;) = O(77)

Berechnung der Konsitenzordnung mit Hilfe Taylor-Entwicklung.

() 7(ts, w(t:), ) = =) g o), 7)

Taylorentwicklung von z(t;11) = x(t; + 1) = x(t;) + = (_ D+ & (t 2 4+ O(73)
Einsetzen in (*) : z(t;)7 /7 + % + o=t 2(t), )

z’ = f(z, t( ), x" = ft(t m) + fac(t’x) * f

[ty x(t:) +1/2(fe + faf (L, 2(t:))) 7 + y(ti, z(t:), 73)

fiir das explizite Eulerverfahren. W(t;, x(t;), ;) = f(ti, x(t:), 1)

= 7(ti, 2(t;), 7)) = 7/2(fs + fof(ti,x(t;) +.. = o(7h)

= p = 1 = das explizite Eulerverfahren ist Konsistent von der Ordnung 1.
Konstruktion von Verfahren hoher Ordnung

Idee: verwende die Taylorentwicklung 2. Ordnung:

le)=r) = f(t;,2(t:)) + 1/2(fs + fof (i, 2(t:), 75) — 7

= a(tiy1) = o(t;) +7if (i, 2(t:)) + 72/2(fe + fof) (i, 2(t:))

Verfahren der Konsitenzordnung 2

Beispiel: ' =z = f(t,x)
w(tivr) = o(t;) + 72(t:) +72/2(2'(t) + 12(t) = 2(t:) + 7i(2(t:)) + 77 (x(t:))
W(t, x(t) = f(z, ) +7/2(fs + fo )t @)

Ansatz fiir ein Verfahren 2.0Ordnung

Konvergenz
Fehler von x zu xa (Riickwirtsanalyse)

3.3.2 Definition: Gitterfehler

Den Vektor der Approximationsfehler auf dem Gitter A bezeichnen wir mit ex : A — RY mit EX) = z(t) —
TA (t)Vt [SIAN

Diskretisierungsfehler auf ||ea||cc = maziealea(t)]

3.3.3 Definition(Konvergenz)

Zu jedem Gitter A auf [tg, T] mit 7o hinreichend klein. sei eine Gitterfunktion za gegeben.

Die Familie dieser Gitterfunktionen konvergiert gegen die Losung z € C([to, T], R%), wenn fiir den Diskretisie-
rungsfehler gilt, ||ealloc — O fiir 7A — 0

Sie konvergiert von der Ordnung p, wenn gilt ||ep||sc = O(7P) fiir TA — 0

Konvergenzsatz fiir das ESV  Die Verfahrensfunktion ¢ (t, 2, 7) sei bzgl. x Lipschitzstetig auf dem Gebiet
Q. Dann ist das ESV- konsistent (mit der Ordnung P), so ist das ESV konvergent(mit der Ordnung P)

30.30.2009
x' = f(mv t)
l‘(to) =T
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xA(tj+1) - xA( ) +7—]¢(7-j7x577—j)
A=ty,.,t,=T

Tj = tj+1 — t

T(tji1) = (f )+731/Tg(f T f(a(t), t)dt)
Euler, 7; klein

U7y [70 fa(t),t)dt ~ f(zo(t), )

lokaler Konsistenzfehler
r(t, o, ) = Sl g 2 (t), )

Ti

o' = f(a(t),t), x(tiv1))z(ts) + o' (t:) 7 + 1/22" ()72 + 1/62" ()73 + ...

( i)+ fata), ¢ )Tz+1/2af( ( D ta) (@ (t) ti) T2 + 1/250 (x(ti), ta) 72 + ...
= djdt(f(x(t),1) = Gha' + G = 5L +
Konvergenz.

ean = x(t) —za(t),t € A

Diskretisierungsfehler:

lleslloo = mazicalea(t)]

Konvergenz: ||ealco — 0 fiir 7o — 0
Konverzenzordnung: ||eal|s = O(7X)

Konvergenz = Konsistenz + Stabilitat

Prinzip fiir lineare Gleichungen: A € R"*" A~! existiert
Az =b, Az =b
Konsistenzfehler r = Az — b
Konvergenz = e =x — 2
Alx—2)=Az—b=r
Sz—F=A"1xr= [lz — Z|| < I|A7Y] * [|7]|
——— ——
Konvergenazfehler — Stabilitétskonstante Konsistenzfehler
T(tj+1)*?A(tj+1) _ ozt —zalty) (5, 2(t;), 75) — ¥(t;, za(t;), 7))

’T] Tj
= 2=el) (s aty), 7)
=r(tj,z, 7))

Brauchen noch diskrete Stabilitdtsabschéitzung
(@j1 = Tj1) — (25 — 35) — ((x5) — ¥;(2) =5
mazxj||x; — To|| < Cmaxy||ry|
Entsprechendes Problem fiir Dgl:
a' -3 — (f(l’,t) - f(i7t)) =r
mochten: ||2 — Z||eo < C|7||oo
f Lipschitz nach x
- t - t
x(t) — z(t) = [, (f(z(s),s) = f(&(s),5))ds + [, r(s)ds
- t
o) = EO =11+ [ <L+ S 1 @), 8) = f@(s), 8)ds + [ [Ir(s
t - t
< [y, Llla(s) = 2(s)llds + [; [Ir ()| ds
——
<B=mazseyr,,1)|I7(s)l|

LfL e( ds+ft Bds

Motivation: e(t) = L x ft s)ds + ft Bds
e =Le+ B
(e+B/L) = L(e+ B/L)

e(t)+ B/L = e*T(e(0) + B/L) = B/Le™

Substitution: f(t) =e(t)e Lt e(t) = el (1)
M f(t) < L[} et f(s)ds + [} Bds

)||ds
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f) <L ftto el(s=t) f(s) ds+e Lt f:o Bds
Smaxse[to,t]f(s)
< (maxaepy 4 f(5)) (1eF000) e~ [1 B
f(t) < (mazsepy 1 f(s)) (1 — e LT=t0)) 4 e~ LY (T — t4)B
= mazep, 1 f () < (maxgep,, 7y f(8) (1 — e LT —t)) 4 e~ LHT — ¢4)B
maxte[to,T]efL(Tfto) <e T —ty)B
max f(t) < elt=2Lto(T —t))B
maze(t) = mazieZ o f(t) < eFTmaz, f(t) < 2HT—0)(T —t4)B

—
= maz||x(t) — 2(t)]] < (T — to)e T ymaz||r(t)]]

3.4 Lemma von Gronwall

) < ft ds—i—ft

= e( ) < e<o> AW 4 [ b(s A“) A)ds

t

= fto a(s)ds)
Differenzenverfahren
(@1 — Tjn) — (5 — &5) = ¥s(x;) — ¥;(F5) + 15
Summation iiber j von 0 bis (k — 1) Teleskopsumme
k—1 k—1
(xk — k) — (zo — To) = ZO (W () — ¥;(25)) + ZO T
j= j=

Dreiecksungleichung;:

) k=1 } k=1
= ||lzk — @kl < ZOH‘I’;'(%') — ()l + ZO [l

j= j=

Vj(z;) = 759(t5, %5, 75)
¥ soll f approximieren
Annahme: ¥ Lipschitz-stetig bzgl. x
[ (t, 2, 7) = ¥(z,y,7)|| < Ll|lz — y|[Vt, Y7 >0
= [|W;(z;) — \Ilj(mj)H = TJH\I’(tﬁvaTJ) U(ty, 2,7l < 7Lllz; — ]|

k— -1

|2k — Zkl| Z T]L”xJ - Zj|[ + E 7 |lr(ts, @, 75)||
=€k ej =B

Konsistenzfehler B = max;||r(t;, z, 7;)||

fr = epe™ L=t

k—1
ebt=to) fi < 37 Lrjetti=tol f; + B D7
j=0 -

——
=t 1—tj=tx—to<T—to

S Z L(t-—tk + B(T _ to)e_L(tk_tO)
7=0
K < L mpet =) ) max; f; + B(T — to)e Mt —to)

03.11.2009

2 = f(,1),2(0) = zo
E(tj1) = B(t;) + AV(t;, E(t;),77)

Fehler: e; = x(t;) — &(t;)

S (W(ty,2(ty), 7)) - w]-,f(tj) 7) = r(t, e, 7)

T
k—

llexl| < L Z llejlmj-1 + Z r(ts,®,7;)
Jj=0 -0
\_\,_/
<(XZT1)BL(T—to)B
B = max|r(t;, z, 7;)|
J

fr = ||ek”67L(tk7t0)7 llex|| = frel(te—to)

k-1
= frelteto) < [ 3 fielti=to)r, 4+ (T —ty)B
i=o

Raphael Bruns gelesen von ,,Prof. Dr. Martin Burger®
brunsra@wwu.de Stand: 5. Februar 2010

12


mailto:brunsra@uni-muenster.de?Subject=Vorlesung
mailto:brunsra@wwu.de?Subject=Vorlesung

Hohere Numerik WS-2009/2010

tit1
Tj@L(tj_tO) S Z eL(t—to)dt

tj

tj+1

k—
<L f [ et —tp)dt + (T —to)e Lte—to)
=0

tj

k-1
= Z fi(ePtiri=te) — eLti—t)y 4 (T — tg)eLtu—to) B

<
Ii = 012a<Xk hi
k—1
fr <max f; 3 (eFlivimte) _ oBi=te)y (T — ) Lta—to)
i =0 =1
fr < mZaX fi(1— eL(to—tk-)) + (T — to) eLto—tk=) B
Sl_eL(tO—T) <1

fre < (1= e ymaz f; +- (T — to) B

= eLto-Dmaxy fr < (T — to)B

mazyfr, < (T — to)e(T—)B

maxy, ||ex|| = mazy, frettr—t0) < LTt mazy, fi

< (T —to)e* (T —to) B

L = Lipschitzkonstante von ¥

Konvergenzfehler < C' ([i, T) Konsistenzfehler = Konvergenzordnung = Konsistenzordnung
Unterscheidung nach Stabilitdtskonstante C

-“Steife Dgl“ fiir C > 1

~“nicht steift* wenn C ~ eL(T—t0)

fiir L Lipschitzkonstante von f)

3.5 Steifheit bzgl. Anfangswert

Kondition der Dgl. = kleinste Zahl k mit ||z1(t) — z2(t)|| < &l||z1(to) — x2(t0)||VE € [to, T
Diskrete Kondition:(z5 aus Einschrittfunktion mit Gitter A)

l2f — 25 ()] < Ml\ﬂfl (to) — 5 (to)[|¥t € A

,Steifes Problem® k2 > K

,nicht steifes Problem“ K2 ~ &

(Beachte k2 — & fiir 7o — 0)

Ubungsaufgabe 3b: 4(0) = 1

Beispiel: 2’ = Az, 2(0) =1

A= 0, T, 27T, ..

Startwert 24(0) — 2(0)e?

|2 (t) = 2@l = [l (x (0) —2%(0)]] < eM||z'(0) — 2*(0)]]

K =max :t € [0, T]eM = A0 Eulerverfahren: Z(t — 7) = Z(t) + TAZ(t) = Z(¢)(1 + A7)
T 1 a<o ' N -

(1) =z2(0)(1+7N)
TAT) = 2(7)(1 +7A) = 2(0)(1 + A7)?

A>0:Ka=(1+7\)"=(1+AT/n)" — T

= kA < Kk — nicht steif

A<0:2(k7) =2(1+TA)F

-1 5 B . oy ) (LHTNEEN(0) = 22 (0)] A > —1
|21 (k7) — 2%(k7)| = [(1 4+ 7A)%(E(0) — 2%(0))] {(T|/\|—1)k|..| < o1
AT > =27\ < 2

1+ <1, 7A> -1

(TN =D <1, —2<7A< ~1

|7t (k) — 22(k7)| < |21(0) — 72(0)| = ka <1< K

7> 2/(|A\]), ka = mazp(TIA — D = (7|]A| - D" > 1=k
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3.5.1 Beispiel: Implizites Eulerverfahren
x(t+71)=x()+7f(x(t+7),t+71)
x(t+71)=2a()+ 7 x(t +7)
x(t+71)= ! x(t)

EE Y

>1 fiir A<o

<1 fiir jedes r

3.6 4.2 Explizite Runge-Kutta Verfahren

Eulerverfahren: M = f(x(t),t)

eltn)—el) — /() +1/2 2 (t) T+1/6 2" (t) 24
—— N——" N——
fz(t),t) Ot f40z fa' =0: f+fOz f =0t f+202t ff+[Oua ff+0t fO2 f+0s f fOf

Modifiziertes Eulerverfahren(Runge-Kutta-Verfahren 2.0rdnung)
HEl = 1/2 ((t) +7/2f (@(1). ), £ +7/2)

~x(t+7/2)

RK mit Stufe s: M = > bik;, b; Koeffizienten, k; verschachtelte Funktionswerte
=1
Ky = f(z(t),1)

i—1
K; = f(.’)? + 7 Z aijkj,t + CiT)
j=1
(Ko = f(x + Tasiky, t + coT]
Freiheitsgrade A = (ai;),b = (bi)c = (¢;)
Butcher-Schema
c A
bT

1=

10.11.2009

7 Mehrschrittverfahren fiir AWP

o’ = f(z,1),z(to) = o
Runge-Kutta Ordnung p : p-malige Auswertung von f

Verfahren der Ordnung p mit nur einmaligem Auswerten der Funktion f. in jedem Zeitschnitt.

7.1 Mehrschrittverfahren auf dquidistanten Gittern

A =tj,t;j =ty +j7,j=0,..,n,7 = %

Wollen nun f(za(t;),t;) auswerten

Beispiel 7.1 Motivation 1:

explizites Euler: za (tj41) = za(t;) + 7f(xa(t;))

implizieres Euler: xa(t;) = za(tj—1) + 7f(xa(t;), t;)

Mittelung: 1/2za(tj41) + 1/2xa(t;) = 1/2 % (xa(t;) + 7f(za(t)))) + 1/2(xa(tj—1) + 7f(za(t)), t;))

% = f(zalt))t;)

Zentralen Differenzenquotient

x(thrl)Z:—z(tj—l) —a'(t;) = (@tjp)—a' ()T (t;)) = (@) +a" () 7= (t;)) _ (1/2" (8)7>+0(r%) = (1/22" (t;)(=1)*+0(*))

Taylor 5 >

O(7?)

Konsistenzordnung 2

— Mehrschrittverfahren x(t;41) berechnet aus za(t;), za(tj—1)

? Stabilitét

Eventueller Nachteil: mehr Speicherbedarf ( bei zentralem Differenzenqoutient doppelt)
Motivation 2:
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ti
w(tjr1) = x(tji-1) + [ fx(t),t)dt
Mittelpunktsregel'
SO Fa(t), 0dt ~ 27 f(a(t5), )
Belbplel 7 2 Milne-Simpson Verfahren ( Simpsom-Regel fiir die Quadratur)
I(tj+1) =T, + sz:rll f(z(t),t)dt
. b —a
Simpson-Regel: [ g(t)dt = bT(g(a) +g(b) + 49(%))
ra(tjtr) = xaltj—1) +7/3(f(zaltj-1),tj-1) + f@altisa), tjv1) + 4za(ts), t;))
Konsistenzordnung 4, implizit
Allgemeines Lineares Mehrschrittverfahren k-ter Ordnung (k-Schrittverfahren)
arraltjve) + .+ aozalty) = 7(Brf(xaltjvr), tivr) + ..+ Bof(zalt)), t;))
fa(ty) = f(zalty), t;)
VS: |an| + 18k >0
lao| + |Bo| > 0
Meist: oy # 0, Normierung oy, = 1
Br = 0 : explizit
Br # 0: implizit

Wohldefiniertheit von Mehrschrittverfahren

- Brauchen zusétzliche Anfangswerte xa (to), xa(t1), . xa(tr—1)

Berechnet mit Einschrittverfahren

- Br = 0 induktiv

ealtivn) = 4o ()

——— ~—~

wohldefiniert abhéngig von za (tj4x,1),--,xa(t;)

- Br # 0 waltjvn) = 78k/onf(s(tirr) tivk) + R

abhéngig von za (tj4x,1),-2a(t;)
Gleichung: x = Fj(z) = 78/ f(z, tj4k) + R;
Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes:
Lemma: 7.2 f: R? x R — Rstetig, Lipschitzbzgl.z||f(z,t) — f(y,t)|| < L||x — y||Vt,Vz,y € R, T < 1/L |a‘
Dann existiert eine eindeutige Losung von « = F(x) d.h. xa(t;4) ist wohldefiniert.
Beweis: Banach FP:
1Ej ()~ Fy)l] = 1172 (F@ ) — £ i)l = 722 (@ ba) — Ftyl] < 72 Lz — g
F; konstruktiv auf R", wenn T|‘§Z‘| L <10
Notation: Shiftoperator E
E(xa(t;)) = (xa(tjy))
E*(za(t;) = (va(tjz2))

EX(xty)) = (xa(tjrr))

Mehrschrittverfahren:

(E* + ap 1 EF 1+ .+ E + aogD)aa(t;) = T(BeEF + .. + B1E + Bol) fa(t;)
charakteristische Polynome:

p(2) : 0o 2® 4+ ap_12F 1 + .. + g

o(2) = Bez" + -1+ ... + Bo

p(E)xa =10(E)fa

expl. p(z) =z —1,0(z) =1

impl. Euler:p(z) =2 —1,0(2) =z

Mittelpunktsregel: p(z) = 22 — 1,0(z) = 2z
Milne-Simpson. p(z) = 22 — 1,0(2) = 1/3(2% + 42 + 1)
Extended: Laplace-Transformation:

lineare Dgl mit konstanten Koeffizienten

arpe® + .+’ + agr = g(t),t € RT

s) = [y e ta(t)dt

(La')(s) = [~ e sa/ (t)dt = e~ *'a|g° — s/ooo e Sta(t)dt

—_——
Lz
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L(z") = —x(0) 4+ sL(x)

(0)=0: Lz’ = sL(x)

(0) = 2/(0) = 0, L(2") = sL(2') = s>L(x)

mit einfachsten Anfangswerten z(0) = 2/(0)0.. = z*=1(0) = 0

L(zY)) = s L(x)

= L(agz™ + ..+ apr) = ap L(z®) + . + agL(z) = (ars® + ap_18F 71 + .. + ap)L(z) = L(g)
L) = 5t e

_ -1/ L '(9
v = L™ G5mr e

L71(y) = cfooo esty(s)ds
Integrieren — Partialbruchzerlegung

T
T

13.11.2009

p(E)xa = 70(E)fa pla) = apz® + 12571 + .+ ag
Laplace-Transformation: y(s) = [ e~ *tx(t)dt
Analog diskrete Laplace-Transformation

y(2) = goz-’wtk)

y = L(z)
L(za(try1) — za(te)) = L(Exa(ty)) — L(za(tr))

L(Eza) = 3 = B(ra(t) = SiZo 7 *raltin)
= lijl z7laa(t)

o0
=zx > e lwa(t)
=1

=z % IZ‘B zlea(t) — toalto)

L(Exp) = 2zL(XA) — zza(to)

Isbesondere fiir za(tg) =0

L(Exp) = zL(zA)

Alle Anfangswerte = 0 : 2a(tg) = .. = 2a(tx—1) =0
L(E'zp) = 27 L(z )

L(p(E)za) - p()L(za)

L(0(E)fa) = 0(2)L(f)

= p()L(za) = 0(2)L(fa)

za =L (ZEH L(fa))

3.7 7.1.1 Konsistenz

Definition des Konsistenzfehlers: x Losung von x” = f(x,t)
r(t,z,7) =1/1p(E)xa — o(E)fa

3.8 Definition 7.6:

Lineare Mehrschrittverfahren ist konsistent von der Ordnung p, wenn fiir alle Funktionen f € CP, x € CP+!,

r(z,t,7) = O(7P) glm. in t

3.9 7.8 Lemma

Konsitenzordnung p, genau dann wenn ene der folgende Bedingungen erfiillt ist.

(i) 7(0,Q,7) = 0VT > 0,V Polynome @) vom Grad kleiner f.
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(ii) 7(0,exp,7) = p(e”) — a(e”))O(a?)
(iit) 35 = 0% =0
azj l i Bi%=1,.,r

j=0 ;=0

Zeigen: Konsitenzordnung p = (i) = (i7) = (ii1) = Konsistezordnung p

—KOp = (i)
r=1/mp(E)a — o(E)f = 1/7p(E) — o(E)a’
r=1(0,q,7)

kot p = 1 ==1/2p(E)Q — o(E)Q'
1/tau(opQ(kT) + aQ(k — 1) + —.. + apQ(0) — (B Q' (kT) + Br—1W (k — 1)7 + .. 4+ BoQ(0))
= ¢/T + Polynom(7), gradsp .- Polynom(z) grad <p —1

p )
Qz) =3 12
b .
Q'(2) = X pliz ™ =pm(i — 1)2*
i=1
¢/T+ Poolynom in 7, grad < p —1=1r = O(7P)
p—1
:>r:c/7'+ Z 0T, = ATPYEt > 0

=7=0 =
r(t,z,7)=1/1p(E)x —o(E)f = 1/7p(E) — o(E)x’

(#) = (i1) : (0, exp, 7) =
exp(T) = 2(2 +R(7)rPHL
Polynom von Grad p
r=7(0,Q+ PR, 7) = 1/7p(E)(Q + " ' R) — o(E)(Q + PR+ (p + 1) R)
=1/mp(E)Q — o(E)Q" +1/7p(E)(TP~'R) — o (E)(r?(TR + (p + 1)R))
= 7P(A(7) + B(1)) = O(7?)
r=1/7ple") — oleT)
E’(exp) = etﬂf =elTel ‘
p(B)eap S a; 9 (eap) = ( azelm)et = ple)e!
t=0:7r(0,exp,7)=1/7p(e”) —o(e™)
—(#i) = (i51) :r = 1/7p(e™) — U(eT)k: O(7P)

k ) .
:1/T(i§)ai e )—igoﬁi e
=3 1/ O T 1o
=0 1=0
k p k P
=1/7 3 3 a;1/1(7i)t — z z Bi1/1(mi)t + O(rF)
i= Ol 0 7=01=0
p—1 k
—1/TZO[Z+Z Za /16— 3 Bl /1N (i) 4+ O(rF)
11 0 l 0:=0
= 1/7'2041—1—2 (Z a1/t Z Bil/(l — D)ttty = 1/7'20414—2 T (Z it —1 E Biit =) +O(1P)
=1 =0
Koefﬁzentenverglelch >a; =0 Zalz =1y Biet"il=1,..,L
(iii) = KOp

r(te,7) = 1/r(Cagelt +ir)) = (X fia' (t+ i)
w(t +ir) = 2(t) + 3 1/laO (@) (ir)! + O(rP )
=1

(¢ + i) = 2/ (t) + pf 1/ () (i) + O(rP)
r=1/7((3 ciz(t))) + Z @i Yo, 1/0r) 2O (t) — (3 Bi Z 11tz (im)h) + O(rF)

=1/7(>° aq)x(t) + Z Hl(Zan IS Btz O ()
= 0(7)
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k

p=1:> a;=0,a,=1

i=0
ko k
2%)041‘2 = ‘Zoﬁi
k=1:ap+1=0=ag=—1
l=a1=p5+b=p=1-5,/=0,6=1-0
Xa(t+71)—aalt) =7(0f(za),7+7) + (1 = O)f(zal(t),?)
© = 0: explizites Euler
© = 1: implizites EUler
©1/2: Ciante-Nicholson

17.11.2009

p(E)zra = T0(E)fa

p(1) =3 ;=0
ZO&jjl = lZﬂjjlill = ]., P
Ckk:].

p+2 Gleichungen fiir 2k+2 Parameter (Unbekannte)

Maximale Konsistenzordnung: p = 2k

— implizite Verfahren der Ordnung 2k

Explizites Verfahren: 5 = 0 — p + 3 Gleichungen

— explizite Verfahren der Ordnung 2k — 1

ABER: Verfahren maximaler Konsistenzordnung fiir £ > 1 sind immer instabil!

3.10 7.1.2 Stabiltat
3.10.1 Beispiel: 7.1.1:

p(z) =22 +42—5

o(z) =4z+2

0=Sar=1+4—5v

I=1:Ya,4j =Y 4

—H5x0+4x1+1%x2=6=4+2

1=2:3 0% +2328;j

—5x0+4x14+1%x4=8=2(2x0+4x1)

1=3:3a;5° =33 Bj°
(=5%0+4%x141%x8)=12=32x0+4%1)v

Explizites 2-Schrittverfahren maximaler Konsistenzordnung (3 = 2k — 1)
=0,2(000=1—z()=1

za(0) =1, 2a(7) =1+ 7€

za(t) =14+ 71€¢/6(1 — (=5)/7) = 400 (fiir t — oo, 7 — 0)

p(z) =22 +42—-5=(2—1)(z—5)

p hat Nullstellen 1 und -5

Instabilitdt in der homogenen Differenzengleichung xy o + 411 — 52 = 0
p(E)xa = 0 — approximiert 2’ =0

Forderung: xa beschrankt konstante Losung und beschrankt

3.11 7.12 Definition

Lineares Mehrschrittverfahren heisst stabil, wenn die homogene Differenzengleichung p(E)xa = 0 stabil ist.
Die homogene Differenzengleichung heifit stabil, wenn ein M > 0 existiert, sodass |xa(t)| < MVt = j7Vj >0
fiir alle Anfangswerte 2 (0),..,za((k —1)7)

(M darf von Anfangsweten abhéingen)

Losung homogen Differenzengleichungen

p(E)za =0
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Ansatz fiir spezielle Losungen

TA(t) = N7t = g7 = NI 5 N

Ej (xA(tk)) = Ej()\k) = )\k+j)\jfL‘A(tk)

p(E)za(ty) =Y ajza(ty) = (Zk: ajM)za(ty) = p(N)za(ty) = 0, falls A Nullstelle von p ist.
j=0

Falls p k-Nullstellen mit Einfagzhheit 1 hat — k linear unabhéngige Losungen

oA =N =1,k

Gleichung linear = linear Kombinationen von Losungen sind wieder Losungen.

TA = Cl)\i/T + 02)\3/T + ..+ Ck/\Z/T

k Koeflizienten ¢; aus den k Anfangswerten za(j7)j =0,..,k — 1

lineares Gleichungssystem fiir (¢;) mit Vandermonde-Matrix.

Mehrfache Nullstelle: p(A) = 0, p'(A) =0

V) = X agin = 1A a; ()

Ansatz: za(t;) = jN
P(Ek)xA( i) =X aiB'za(t))

= 3 (i + N
=0

k
—]Eax\J‘H—I—Zaz/\”'J

—j/\] Zoz A+ AJHZa AN

= jNp(A) + N (N) >0

A Nullstelle Vielfachheit m:

za(t;) = 7'M ist Losung fiir [ =0,..,m — 1

p hat q verschiedene Nullstellen A; mit Vielfachheit v;
a

Z’l]i:k

k hnear unabhingige Losungen ]l)\j le0,.,v,—1
Allgemeine Losung:
a vi—1 .
Xj=> > Nij'Cu
i=1 1=0
k Koeffizienten ¢;; bestimmt durch die Anfangswerte xa(0),..,za((k — 1)7)

3.12 Satz

Eine lineare Differenzengleichung/lineares Mehrschrittverfahren ist genau dann stabil, wenn fiir alle Nullstellen
A des char. Polynoms p gilt [A] <1 oder |A\| =1 und hat algebraische Vielfachheit 1.

Beweis: za(tj) = Z Z citj' N
i=1 =0

»=* Stabilitiit = xa beschrinkt fiir alle Anfangswerte = xa beschrinkt fiir alle (¢;;)
Annahme: es existiert A; mit |\;| > 1 oder |A\;| =1 und v; > 2
(1)|Ai] > 1, ¢ip = 1, alle anderen Koeffizienten = 0.
Xa(ty) =X = [[ea(ty)]| — oo fiir j — oo
4 Widerspruch zur Stabilitét
(ii) [N| =1 und v; > 2
cio = 0, ¢;1 = 1, alle anderen Koeffizienten = 0
za(ty) = jN = |za(ty)| = jINi[) = j = |za(t;)] — 004 Widerspruch zur Stabiltiit
<Nl <1, g:s =8N\, s€RT1>0
g ist stetige Funktion und g(s) — 0 fiir s — oo
log(g(s)) = L * log(s) + slog(A;)
——
N

——00

s — |g(s)| stetig

(|)‘2| =1v = 17|)‘{| =1< C)

9(0) < 00, g(00) < 0o = g beschrinkt
= EC>0:[j]\|<C
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a vi—1 .
lza(t;)] > | Zl lZ caj' N,
i=1 [=0
< Y5 fleal?A)
<O jleal = MO

Euler: p(z) =t — 1)\ =1, v; = 1 — stabil
Mittelpunktsregel: p(z) = 22 + 1Ay = 1, v; = 1, oder A\y = —1,v; = 1 — stabil

20.11.2009

p(E)za = o(E)fa

Stabilitdt < A Nullstelle von p: [A| <1
[A] =1 und einfach

HS der Numerik

Konsistenz + Stabilitdt < Konvergenz

3.13 Definition: 7.14

Lineares MS-Verfahren ist konvergent, falls lin%) xa(t) = a(t) firt € A
T

Konvergenz von der Ordnung P, wenn |za(t) — z(t)| = O(7p)
sobald xa(to + j7) = za(to) =20, j =0,..,k—1
firT —0

3.14 Satz 7.15

Ein konvergentes, lineares Mehrschrittverfahren ist stabil und konsistent. Speziell gilt: p x (1) = o(1) #0
p(1) =0

Beweis:

(i) Stabilitidt: p(E)za = 0 hat beschrénkte Losungen, 2’ = 0,2(0) =
Konvergenz = za(t) — z(t) == x¢
Fiir 7 hinreichend klein gilt:
|5(t)| < |zo| + 1
V7 =t : |zal ist beschrinkt durch |xo| + 1

(ii) Konsistenz p(1) => a; =0
' =0,z(tg) =1
aalto+ir)=1,7=0,.,k—1
p(E)za =70(E)fa =0
p(E)l‘A =0
t=to: p(E)xa(to) = apza(ty) + ar—1 xa(te—1) +.. + apza(to)
=0
Z = Oék(l — J}A(tk)) — Oék(l - 1) =0

@y

p(l)=>a; = 0firt—0
=p(l)=3a;=0

(iii) 1 Nullstelle von p = 1 ist einfache Nullstelle = p/(1) # 0
_ o
0=y
za(t) = Ot
t=0:0p(Okr) + ap_1(Ok —1)7) + .. + 0nOT = 07p'(1)

p'(1)=23joy

p(1)=0: ap(©j7) + ar—1(047) + .. + ap(©j7) =0
ar(OG+1)7) +ap—1(OG +k—1)7) + .. + ap(©47
N—— N—— ~~

Tatjtk Tatjqr—1 zaty

= p(E)za(t;) = 7o (1)

) =0rp'(1) = 2 (1) = 70(1)
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=72 Bifa(rj4:), wenn fa =1

7
=710(E)fa
za(t) = o(t) ist Losung des linearen Mehrschrittverfahrens fiir 2/ = 1
2a(jT) =047,7=0,.,k—1
za ist die Losung des Mehrschrittverfahrens fiir ' = 1, 2(0) = 0
Losung: x(t) =t
Konvergenz: xa ( \t/_/ ) = a(t) fir T — 0
=0t—t=0=1

3.15 Satz 7.23

Ein stabiles und konsistentes, lineares Mehrschrittverfahren ist immer konvergent
Bei Konsistenzordnung p ist der Diskretisierungsfehler beschrinkt durch |ea(t)] = ©(7F + o)

— 1) — a(t
€0 l:g}%_llm(l) z(ty)]

3.16 Satz 7.16:

Es existieren stabile Verfahren der Ordnung p, falls p < k + 2, k gerade, und p < k + 1, k ungerade
p <kfir S, =0

3.17 Konstruktion stabiler Mehrschrittverfahren

Standard: Adams-Verfahren
BDF-Verfahren(fiir steife Probleme)

3.17.1 Adams-Verfahren

Motivation: wollen stabiles Verfahren

wollen maximale Konsistenzordnung (fast) — p = k + 1(implizit), p = k(explizit)
implizit: ak — 1, .., @0, Bk, .., B0 : 2k + 1

p =k + 1 Gleichungen

K: koeffizienten

k + 1 aus Gleichungen, > a;j' =13 85171

Idee: Wihle zuerst ay_1, .., o so dass das Polynom p einfache Nullstelle 1 hat (3 «; = 0), k-1 fache Nullstelle
0

p(z) =z — 12871 = 2k — 2h—1

Bestimme 3; aus Y 3,571 = 1/1Y a5

— Gleichungssystem mit Vandermonde-Matrix

— ex existiert eindeutige Losung

— Losung darstellbar iiber dividierte Differenzen wie bei der Interpolation
k=0:0(z) = z — implizite Eulerverfahren

k=1:0(z) = ! Crichton-Nichelson

ra(titr) —zalty) = 7/2(fa(tjs1) + fa(ty))
kz?:a(z):%,p(z):f—z

k:3zo(z):%,a(z):z3—22

3.17.2 Adams-Moulton-Verfahren der Ordnung K

explizite Verfahren: £, = 0

k—1
p(z) =28 — 2871 B 1, ., By bestimmt aus > ;571 =1/l I <k—1
j=0
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3.17.3 Adams-Bashfort Verfahren

k=1:0(z) = 1: explizites Eulerverfahren k = 2 : 0(z) = 351 p(2) = 22 — 2

k:3:0(z):%p(2):23722

3 2
k=4:0(z) = 5521=50224372-0

4 §8 Numerische Losung von Randwertproblemen

Finite-Differenzen-Verfahren

4.1 (8.1) Randwertprobleme fiir lineare gewthnliche Dgl. zweiter Ordnung

p(s)z”(s) +7(s)z'(s) + q(s)x(s) = f(s),s € (a,b)
Bix = au, Pox = ag,x(a) + 12’ (a) = v, 2(b) + B2z’ (b) = &

B1 = P2 = 0(aq, ag = 1): Dirichlet-Problem
a1 = ag = 0(f1 = B2 = 1): Neumann-Problem
Annahme: p(s) # 0,Vs € [a, b]

" T P, _ z
T+ 7T + T=3 B
7 _
po’ + Lpw'+ Bp = Lp
p q p
(pz’)’ =:q =:f
S
P =Ip=p(s)= [

Lz = (pz')’ +qx—f
L ist formal selbstadjungiert in L2-Skalarprodukt
z,y mit z(a) = z(b ) ( )—y(b) 0
b
(

b
(Lz,y) = [ (Lz)( = [(pz") + qz]yds
b
pa'yl — [ pa'y'ds + f [0, ylwds
N~— a a

=

= —pzy'|’ + [z[(py') + qy] = (z, Ly)
T p ﬁ/_/
= )

24.11.2009

4.1.1 Randwertprobleme

(pz") + px = f, ,Divergenzform*
V(—pVz)+pr=f

V(j)-
> - (pHE) + pr = f
(px/)l + pl’ = f

Bix=v,Bix=4§
arz(a) + fr2' (a), asz(a) + Saa'(a)

4.2 8.1: Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

px' = | (f(sigma) — p(o)z(0))do + ¢,
Beispiel: 3 =0,s =a

#'(a) = 5o p(a)r'(a) = e1 = 1 = gp(a)

8 —o

Raphael Bruns gelesen von ,,Prof. Dr. Martin Burger®
brunsra@wwu.de Stand: 5. Februar 2010


mailto:brunsra@uni-muenster.de?Subject=Vorlesung
mailto:brunsra@wwu.de?Subject=Vorlesung

Hohere Numerik WS-2009/2010

Eventuell ¢; zunéchst unbestimmt (a; # 0, as # 0)
Nochmal integrieren:

x/(s) p(s c1+f f px)do)

fa 1/(p(o))(c1 + fa (f = px)d§)do + c3
Bestimme c1,Co aus Nebenbedingungen

Bsp: z(a) = v,z(b) = ¢
s=a:v=uz(a) =co
b

s=bi 6 = 2(b) = [ 1/p(o)(er + | (f — qz)de)do + 7

L1 fb 1/p(o)do =~ =45+ fb 1/p(o) [, (f — qu)dédo

q

=(y-8p+ fp/p ) [ (f(€) — qu(§))dédo
= /(fl/P(U)dU)

x(s) = (v — 5fp/p d0+j1/p dafp/p f(f—qx)ddeJrfl/p ) [ (f — qz)dédo + v

D

o b

f 1/p(o) [ (f — qr)dédo = [ (f f 1/p(o)dode
— {1 j‘ 1p(o)do + [ (~q(€) [ 1 /p(o)do)a(€)de
F1p(o) [ (f — qa)dedo = [ £(€) {f 1/p(o)do + | (~g(€) [ i*1/P(0)do)(€)d

[ Funktion(&, s)z(£)d¢ = fab Schlange funktion(&, S)z(€)dé

Funkti S)/¢ <
Schlangefunktion = {0 unktion(¢, 5)/¢ < s

(>s
Allgemeine Form:

x(s) =g(s) + fb k(¢, s)x(¢)d¢ mit k stetig

Integralgleichung 2.Art (x im Integral und ausserhalb)
b
(integralgleichung 1.Art: x nie im Integral, [ k(¢, s)z(¢)d¢ = g(s))
Achtung: i.A. ist k((,s) # 0 fiir ¢ > s
Vergleichung: AWP: z(s) = g(s) + [ k((, s)z(¢)d¢
mit R(¢,S) = 0 fiir ¢ > s : Volterra-Intergralgleichung

RWP: k(¢,s) # 0 fir ¢ > s — Integralgleichung koppelt alle Werte von x im Intervall (a,b), (Fredholm-

Integralgleichungen)
b
o(s) = p(s) + [ Ko, s)a(o)d(o)

(Kz)(s)
K.L2([a, b]) — L?([a, b])
T — f k(.,0)z(co)do
r=g+ Kas
Fixpunktgleichung in Banachraum
Versuch 1: Banach’scher Fixpunktsatz: F(z) = g+ Kz
Kontraktivitét: ||F(z1) — F(z2)|| < z||z1 — z2|],c < 1

I1F(1) = Pl = 1K e = )

/k: o, 8)x o(1))2ds

Cauchy-Schwarz

aus (1) folgt: < \/f; k(o,s)2do * \/f:x(S)Qda
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b b
b b b
||[F(x1) — F(x2)||12 < /[ [ d(o,s)?do [ z(0)?dods < //k(a, s)2dods||z|.2

=cC

F kontraktiv (¢ < 1), wenn k klein genug ist

[.A. nicht gegeben, auch fiir RWP

Versuch 2: Schauderschen Fixpunktsatz (nur Existenz)
VS:

(i) K kompakt v/

(ii) K bildet Bgr(xo) in sich selbst ab?? — nur fiir k klein
Versuch 3: K kompakt + linear — lineare Operatoren iiber Eigenwerte charakterisieren
Eigenwertproblem fiir K

Kz=MXx,(Ae()

A = 1 Eigenwert von K, x; Eigenvektor

KIl =T

r=Kzx+g

(x4 ar)=K(x+ax)+g

x Losung = x + ax; Losung fir alle o € R

Idee: 1 Eigenwert von K + eventuell keine Existenz und Eindeutigkeit
1 kein Eigenwert von K = Existenz und Eindeutigkeit??
(1 kein Eigenwert < x = Kz hat nur Losung = = 0)
Spektrum eines linearen Operators:

o(K) :={X € C|\ — K stetig invertierbar

fiir uns interessant: 1 € o(K)?
1¢o(K)Y(I-Kjz=f=z2=(1—-K) g

Kiesz’sche Sétze fiir AT — K

1.RS: A # 0 = A — K surjektiv

2.RS: Es gibt nur abzihlbar viele A\, # 0 mit A\ — K, nicht injektiv (& N (A I — K) #0)
N (M I — K) ist endlich dimensional

= Spektrum eines kompakten Operators

o(K) C {0} U Mgy, Ak ist Eigenwert mit endlicher Vielfachheit

Also 1 € o(K) & 1 ist Eigenwert von K < 3o #0: 2 = Kz

Integralgleichung 2.Art ist eindeutig losbar, wenn es kein z # 0 mit z = Kx gibt.

RWP: Analog wie vorher fiithrt (pz') + gz =0

BiEl S 07 BQiE =0

auf x = Kux.

Satz: Das RWP (pz') 4 qx = f, Bix = v, Box = §

hat genau dann eine (eindeutige) Losung, wenn das homogene AWP (pz') + gz = 0, Byjx = 0, Box =0
nur die Losung = = 0 hat.

Uberpriifung des homogenen Problems

Beispiel: z(a) = 0,2(b) =0

(pz') +qr =0

= (p2')z +qz? =0

b
= [ (p2')'z+ q2®ds =0
a b b
= pa'z|’ — [p'a’ + fa gz =0
g a
=0
b
= [pa’? — qz?
a
p=exp(.)>0,[2?>0

Mogliche Bedingung an q:
q(z) < 0Vs € [a, b]
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b

0= /(p$')2>0 —qr?dr <0 firz #0
0
a >

Widerspruch zur Losung z = 0

27.11.2009

(p2') + gz = f,s € [a,0]

Biyx =~,Byx =9

r=Kzxr+q

(Kz)(s) = [ k(o, 8)x(0)do

1 kein Eigenwert von K

= FExistenz und Eindeutigkeit

1 kein Eigenwert von K < (pz’)' + qr = 0, Bz + Box =0

1 Eigenwert von K

2. Riesz’schen Satz = EW 1 hat endliche Vielfachheit m.

Es gibt m linear unabhéingige Losungen von « = K1 Eigenvektoren (Eigenfunktionen) 1, .., 2y,
Falls x Losung von t = Kz 4+ g = T = x + @121 + .. + QT 10se ebenfalls T = Kz + p
Fragen: Schranke fiir m?

Uberpriifung der Existenz.

Vielfachheit m: Bsp: p = 1, ¢ = const.

2 =qrx=0

4.2.1 lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

— Losungen nur von der Form Y aet®

Was sind mogliche Werte \; € C

r=eM

= 2" 4 qr = N2 + ¢ = 0,Vs € [a, ]

=N +g=0= =4,

= maximal zwei linear unabhéngige Losungen
x=eV=1 g =e V=95 yon (pz') + qr =0

= Vielfachheit m < 2

— Diese Aussage m < 2 gilt fiir allgemeine p,q

Wie iiberpriifen wir die Existenz?

r=Kzr+g

Einfach: < z,x >=< Kz,z > 4+ < ¢,z >

(wie letztes Mal multiplizieren der Dgl. und integrieren)
Statt mit x nehmen wir Skalarprodukt mit y.

<z, y>=< Kzr,y>+<g,y >

<gy>=<uz,y>—< Kr,y>=<uzx,y>—<uz, K'y>=<az,y— Ky>
=< g,y >=0, falls y = K*y!

Existenz von z = Kz + g &< g,y >= 0Vy,y = K*y

4.3 FREDHOLM-ALTERNATIVE

1 EW von K mit Vielfachheit m < 1 EW von K* mit der selben Vielfachheit m

4.3.1 Adjungierten Integraloperator

< Ku,v >=< u, K*v > Yu,v

b b
< Ku,v >= [ (Ku)(s)v(s)ds = ff: k(o, s)u(o)v(s)dods
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fa o) f k(o, s)v(s)dsdo
= J,u (U)(K* )(o)do
(Ku)(s fK o, 8)u(o)do

T‘

(K*v)(s) = fK(s,a)v(a)da

k symmetris(éh < k(s,0) =k(o,s) = K = K*
Differentialopereator L = (pa’) + qx erfiillt L = L*! = K = K*
Alsoy=K*'y=y=Ky< (py') +qy=0,B1y=0,By=0
Fredholm - Alternative fiir RWP

y homogene Lésung (py') + qy =0

(pz') + qwv = f < — Skalarprodukt

b b

S (0x')'y + qyds = [ fuds

a

p'ylb — pry'|% + fw ((pz') + qy)ds jfyds
Bsp. z(a) = 7,2(b) = 6,y(a) = y(b) =0
0= [ fyds + p(b)dy' (t) — pla)yy (a)

4.4 8.2 Numerische Losung von AWP mit finiten Differenzen

Unterteilung (a,b) in Gitter A = {S;}
GZSO<51<...SN:[)

(am einfachsten: dquidistante Gitter S; = ajh,h =1/N)
Diskretisiere (p2’)'(s;) + qz(s;) = f(sj),5 =1,..,N —1
le(SO) =7, BQLU(SN) =0

Approximation erster Ableitungen:

z.B: analog Euler, z/(S;) ~ % = D_x
7(8)) ~ S = Do

analog Mittelpunktsregel

z'(S;)~1/2D_z +1/2Dyx = w
Konsistenz: «'(S;) — D_ x(sj) =z (SJ) - w
= 2/(S;) — (s5)—(z(s;)—a’(s;)h+O(h?))

h

D_ und D, konsistent von Ordnung 1

Do = 1/2(Dyr + D (1)) = /(s) ~ Dea(s) = /(3,) = gi(a(Sy2) ~(s;-1)

— /() = hw(s;) + 2/ (s;)hn + 1/20'(5,)% + O() — (a(s;) — a'(s;) + 1/20" (5,)h% + O()) = '(s;) —
(20 (s,)h + O(h)) = O(k?)

(pl‘/)' =p'a’ + pz”

2" ~D.Decx~D_D_x~D.D,x~D,D x~D_D,x~D_D.x=~ D,D.x

Beispiel: D, D, = D+($(sj+1l)l_w(sj)) — $(5j+2)—2w}§§j+1)+w(sj)

D,D_z~ D+(I(Sj)*}f(sj—1)) _ I(Sj+1)*21}52j)+$(5j—1)

S, =b—h: D+D,£C _ x(sN)—2m(31712_1)+m(sN_2)

D+D+.’L’ _ Z(SN+1)72I}(LSQN)+I(SN_1)

a"(s5) = DyD_(s5) = a"(s5) — 1/h*(sj41 — 22(s5) + x(s5-1))

= a"(s5) = 1/h*(x(s5) + 2/ (s5)h1/25" (s;)h* — 2x(s;) + 2(s5) — a'(s;) + 1/22" (s5)h* + O(h®) = O(h*)1/h?
Genauer (1/6z"(sj)h3 — 1/6x”’(sj)h3 +O0(h*)) = O(h?)

a"(sj) = DyDyx(s;) = a”(s5) = 1/h* (2" (sj41)h* + O(h?)) = 2" (s5) — 2" (s41) + O(R?)

=a"(s;) — (2" (s5) + 2" (s5)h + O(h*) + O(h?)) = —z"'(s;)h + O(h) = O(h)

0L =—0s: DY =—D_
[ (s)y(s) = [x(s)y'(s)ds

< Osz,y >=< 1z — 0y >

DQZZ? = D+D_I = D_D+
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04.12.2009

(p2') + gz = f,5 € (a,b)
Diskretisierung auf dquidistantem Gitter

A =a,jh

2 ~Dyx=D,D x=D_D,x= 1(8”1_21%8{)”(%_1)

=> Konsitenzordnung 2

pr’ +p'a’+qr=f

Diskretisierung mit Konsistenzordnung 2

A A— > R

p(s;)(D2xals;) +p'(S5)Dexals;) +a(sj)rals;) = f(s;),=1,...N =1
7 = 0: Randbedingung Byx = v

j = N: Randbedingung Byx = §

4.5 Diskretisierung der Randbedingung

x=a: Bz =ayx(a) + f12'(a) =~

diskretisiert: a;xa(So) + S1Dix(so) =

s =0b: Box = asx(b) + B22'(b) =6

j=N:ajza(Sn) + 51D7$A(SN) =0

N +1 lineare Gleichungen fiir (n + 1) Unbekannte: z5(s;) =: u;
J=0:aup+ f15 =~

p; = p(s;), 05 =0'(s5), f; = f(s5): a5 = a(s;)

1<j <N -1 pplust=2ttios | taniZticd 4 gy,
J=N:aun + ﬁ27UN75N71 =0

=> LGS Az =y
,y/
fi
y=| r2
In-1
ar —Bi/h Bi/h 0
2 _ () _2p pLoyPL .
A= p/h7 = (ph)/(2h) Rt a gt 0 Das ergibt eine tridiagonal Matrix
0 . 0 -2 apt8

Max < 3N — 1 Nichtnullelemente:

(N +1)? — (3y +1) = N? — N Nulleintrige

Fiir grofle N sind die meisten Eintrage von A Null.
— >Diinnbesetzte Matrix (sparse)

— > Speicheraufwand Sparse

- > (i,j,aij) fiir Qjj #0

werden (3N — 1)? Maschinenzahlen und 2(3N + 1) Integer

Lose Au = f mit speziellen Methoden, die Diinnbesetztheit von A ausnutzen — > mehr im Januar

Beispiel:

Q] = Qg = 1

z(a) =7, z(b) = 6
p=1La"+qv=f
elimiere: ug = za(a) =
uy =xza(b) =96

A— —2/h2—|—ql 1/h2 ..
- 1/h? —2/h? +qy 1/B> ..
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fr—v/h?
f2
J= .
fn—2
fn—1—2/h?
Au =7
Uy
u =
Un—1
A symmetrisch
B = —A hat nur nicht positive Eintrage ausserhalb der Diagonalen

B hat fiir h klein genug nur positive Eintrage auf der Diagonalen
(insbesondere ist b;; > 2/h?fallsq < 0
bii >2/h?> —1/h?> +1/h?+0

= laii-1| +laii-1|+ >0 lag]
lj—1|>1

= 2 lagl = 3 byl
i#] J#i
Definition Eine Matrix B € R™*™ heifit diagonaldominant, falls b;; > > |bij|
J#i
(Zeilendiagonaldominant)
Wir wollen garantieren, dass A invertierbar ist, dann gilt A%t = f => % = A~'f eindeutig + Stabilitt
[lul]| < C||f]] mit C unabhéngig von h.
Wir wissen fiir Au = f mit A regulédr gilt: ||u|| < [|A7Y| [1£1]
——
zugeordnete Matrixnorm zu || f||
,Einfachste® Wahl: euklidische Norm in R"™
zugeordnete Matrixnorm ist Spektralnorm
Alternative: Supremumsnorm : ||u||sc = max; ||u;]|
zugehorige Matrixnorm ist die Zeilensummennorm
passt zu strukturellen Eigenschaften von A bzw. B

08.12.2009

(pr')x" + gz = f, € (a,b)
Bix =7,Byx =9

— Diskretisierung mit Differenzenquotienten auf einem &quisdistanten Gleichungssystem fiir die Werte aus den

Gitterpunkten {u;}.

Stabilitdt und Konvergenz
Fiir Konvergenz:
Au=y
(p2') + qu = f
v = (2(s5))j=0...N
r=Av—y=0(h)
Alu—v) =y —(r+y) = —r=0(h")
e=u—v=—A"1p
llelloo = [l —vlloo < [|A7|zs [|I7]loc < ChP
O(hv)
A7l e RVXN — ||A7Y| 25 abhiingig von N — abhiingig von h.
Deshalb benotigen wir Stabilitdt in folgenden Sinn.
|A=|zs < C,¥N > Ny
mit C unabhéngig von N (bzw. h — 1/N)
Wenn Stabilitét erfiillt ist, folgt sofort dass Konvergenzordnung= Konsistenzordnung
Stabilitat fiir das RWP in Supremumsnorm
Vereinfacht: (pz') = f € (a,b)
z(a) =, x(b) = 6
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4.5.1 Maximumsprinzip

Bsp: 2" = f
f>0¢€(a,b) — 2" >0, x ist konvex
konvexe Funktion nimmt im Maximum, Rand an!
Also: z(s) < max~,d
f<0¢€(a,b) =z’ <0— z konkav
— x nimmt Minimum am Rand an.
x(s) > min~,d
Stabilitit aus Maximumsprinzip:

= f,vgl. mit 3y’ =1
xz(a) =7v,x(b) =46
(x—cy)” =f—cyla) =7/cyb) =
o Wt e 2T me <
Mit Randbedingungen (z — cy)(a) =0, (z — cy)(b) =0
(z —cy)’ <0,— 2 — cy nimmt Minimum am Rand an
= (x —cy)(s) > 0,Vs € (a,b)
2> ¢y > ||flloo ming y(o)
yY'=1=y =s+tatca=>y= @—kcl(s—a)—ch
v/e=yla) = c;

y(s) = L5 4 = (s—a)(b—a)+7/c
2(s) > eminey(s) = 1/2(s = a)(s =) e+ ——(5 =) +7
21/4(g—a)? N2

>1/8(b—a)?c— |6+~
> —max1,1/8(b — a)? max||f]|oo, |7/, 9]
z(s) > —nmax||f|[oc, 7,6

jetzt: ¢ < —||f||oo

(x—cy)" =f—c>—fllsc +|[fllc 20
(z—cy)(a) =0,(z —cy)(b) =0
=x—cy<0e€(a,b)

z < |ef|ylloo < nmax || f|[oc, 7], 4]

= [|2|lcc = maxse(q,p) [2(s)| < nmax || f|le, 7], 9]

4.6 Stabilitatsabschitzung fiir RWP

Supremumsnorm der Losung < const x Supremumsnorm der rechten Seite
Allgemeines Prinzip:

1) Maximumsprinzip fiir Gleichung Lz = f

2) Konstruieren einfache Losungen y

mit Ly > f((Ly = 1) = L(cy) = f)

Lz +y) 2 0= |lz]lec < [[ylloc < nllfllo

Allgemeinere Beweise fiir Maximumsprinzip
(1) (pa') = f = pa’ = [; fdo+ 1
x(s)= [’ ﬁ(f: f(n)dn + ¢1)do + co;¢1,¢2 € RB
Am Ende:
= [} k(s,0)f(0)do + g(s)
Vorzeichen von k und g entscheidend!
7,6 >0=g(s) >0
7,6 <0=g(s) <0
k(s,0) <0
7,0 >0,f<0
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z(s) = [k(s,0) f(o)do + f(s) >0
% % 0

>0
2.) Widerspruchsbeweis:
(pz")’ > 0, Annahme: Funktion hat ein Maximum in (a,b)
z(so) > x(s)Vs € [a, b]
2’ (s0) = 0,2"(s9) <0

0 < (pa")/(s0) = p'(s0) ' (s0) +@x”(50) =<0
=0 >0 <0

= Widerpsruch

= x hat kein Maximum in (a,b) (starkes Maximumsprinzip)
Schwaches Maximumsprinzip (pz')’ > 0

Dann nimmt x sein Maximum am Rand an (also {a,b})
Beweis: iiber Storungen: x,, — = gleichméBig mit (pz,)’ > 0
= X, hat Maximum am Rand

= x hat Maximum am Rand

Wann gilt Max-Prinzip fiir

Au=y,A€ R" x R"m <€ R"

Monotonie: y, > 0Vj = u; > 0Vj
y=ep,u=A"1y=A"te, =k — te Spalte von A1,

k-ten Spalte von A~! hat nur nichtnegative Eintrige
Definiton: A € R™"*™ heisst M-Matrix, falls A regulir und A~! nur nichtnegative Eintrige hat.

11.12.2009

(p2') = f
Diskretisierung FD

Au = f,uj = za(sj)

Maximumsprinzip = L Stb.

< A M-Matrix

Erinnerung: A ist M-Matrix, wenn A~! existiert und nur nichtnegative Eintriige hat.
Hinreichendes Kriterium fiir M-Matrix.

Lemma: A € R™™ " mit a;; > OVi

%7 < 0Vi +]

schwachdiagonaldominant a;; > > (a;;)
J+i

A regulir

Dann ist A eine M-Matrix
Beweis: u, = A" 'e, = k-te Spalte von A~!. Miissen also zeigen u;, > 0Vk.
Widerspruchsbeweis: 3k : up 20
D.h. es existiert ein Index m mit (ug)m <0
0.B.d.A: (ug)m < (Uk)jVj
1.Fall:
(ur)m = (ug); fir alle j
=c
U = A_lek & Auy, = ey,
= >_ai; (ur); = (ex)i
J S~~~

=c<0
n
i=k:ic) ag =1
j=1
clagk + 2. aj )=
JZk S~~~
=—lak;|
= c(aky — Z lak;|) = 1 Widerspruch
7k
>0

2. Fall: es existiert:

Raphael Bruns gelesen von ,,Prof. Dr. Martin Burger®
brunsra@wwu.de Stand: 5. Februar 2010


mailto:brunsra@uni-muenster.de?Subject=Vorlesung
mailto:brunsra@wwu.de?Subject=Vorlesung

Hohere Numerik WS-2009/2010

jmit (a;); > (ak)m
> aij(ak); = (ex);
i=m:) amj(uk); = (€x)m >0

= A (Uk)m + Y mj(ar);
iFm

= G (Uk ) = 22 [am;l(un);
< [=(ur)j < —(ur)mlamm(ur)m — ; || (k) m
Jj#Fm
0 < (ur)m(@mm — 2 lamg|) <0
i#m
Widerspruch
A mit Q5 > O,aij = 0, Z \aij| < Qij
i#£j
N(A) c lin{1}
dh Au=0=uj=cfireince R
Korollar: A wie oben ist reguldr, wenn Al # 0

& i Zaij 7é 0
j=1

——
aij— > laij]
i#
Bewelis:
Au = 0,U,, = max; uj, obda: uy, >0

7

n
AmjUs = 0
=1
0= GmmUm — ), ‘amj|uj > (@mm — ) ‘amjDUm >0
Jj#Em

Widerspruch, falls u; # wu,, fiir ein j
= Uj = Uy Vj
=u €liml

Analoge Eigenschaft fiir RWP
(pz')’ = f,Bix =v,Bax =0
Nullraum: (pz')’ = 0, Bijx = 0, Boxz =0
Falls Byz = 2/(a) = 0, Ba(z) = 2/(b) =0
= Konstantes x im Nullraum
Konvergenz: Lz = f, Lx = (pz')’
Diskretisierung auf dquidistanten Gitter — X
u=(za(s;)), v = ((s;))
wollen Abschétzung fiir za(s;) — z(s;)| — d.h. fiir ||u — v||~
Am besten |[u — v||oo < C|V]|oo
Konsistenzfehler r = Av — y
Diskretisierung Au =y
Achtung: Au = y ist diskrete Version von —(pz’) = —f
Fiir Stabilitatskonstante C um & mit Lz = —1, B1Z = Byx, BoZ = Box
5 = (3(s,))
Konsistenzordnung: f = —1 =g = (1,..1)!
= Ao —1=0O(H?P)
Au =y, Av =y +r, A(cd) = ¢l + cO(hP)
A(u —v — cd) = —r — ¢l + cO(hP)
—r—cl+cOhP) <0=u—v<cd

c so gewdhlt, dass ~
—r—cl+cOMh?) >0=>u—v>cd

cl

(i) ¢ =2[|r[|oo
A(u—v —ct) = =r — [[r|[oc1 = ||r[[ocl + 2||7[|c O(R?)

—_— =

<0 >0 >0
<0

Alu—v—cd) <0
u—v—cv<0
u—v < 2||r|]|eo?
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(i) ¢ = =2[|r[|o
= Alu—v—c0)>0
=u—v>cd==2|r|e?

= —2[|r||oo¥; < uj — v < 2[|7||0¥;

= [uy — vj| < 2[|r]|oo|9]

= [lu = v[loo < 2[0]]0o |70
——

=C
© unabhéngig von h = konstante C ist unabhéingig von h.

Satz: A€ R™*™ Matrix und y € R"™ rechte Seite aus der Diskretisierung einer s RWP. Ist A M-Matrix fiir alle n,

dann ist dies Verfahren stabil un die Konvergenzordnung entspricht der Konsistenzordnung.
Bsp: 2" = f,z(a) = 0,2(b) =0

gl — _f
Doxp = —fa = QL‘A(SJ+2)—2$%£31)+1‘A(SJ—1)
n=N—1,N = —1/h (elimieren za(sg) und za(sy))
2 -1 .
O T N N A
Pl -1 2 -1 B
Up —s(Sn-1)

. . =1 2
A ist M-Matrix

15.12.2009

4.7 Finite Differenzen

Lz = —(pz') +qv=f

Diskretisierung

Au=vy

Miximumsprinzip fiir L (L°°-Stabilitét) — M-Matrix A ({°°-Stabilitéit)
Konsistente,monotone(A M-Matrix)

Diskretisierung => Konvergenz

Konvergenzordnung = Konsistenzordnung

Wie sieht A fiir allgemeines p,q aus?

px// +p/x/ +qx — f
— ~~

Dy D.

s=8;:pil/h*(za(si—1) — 22A(85) + wa(8i—1) + PL1/(2h) (zA(Si41) — 2A(5i-1)) + Giza(s:) = fi
(pi/P* + P /2h)uiy1 — (2pi/B? — qi)ui + (pi/h* — i/ (2h))ui—1 = f;

Uy
((0 .. 0 pi/B®+P//2h) —(2pi/h* —q) (pi/h* —pi/(2h) 0 .. 0) | .. | =(-f)

Un

4.8 M-Matrix Eigenschaft

5 J @ <0 immer erfiillt
—qii > 0:2p; > q;h
¢; > 0 fiir h klein genug
a;; <0:2p; + hp}, <0,—2p; —hp, <0: hp; < 2p; — p,/pi <2/h;hp;, > —2p; — p;/p; > —2/h
—2/h < (logp)'(si) < 2/h
[logp’| < 2/h — h < 2/(logp)’

Problem, wenn p(log(p)) sehr steil wird — Extrem kleine Schrittweite nétig, um Stabilitit zu bekommen.

- Diagonaldominanz a;; > Y |a;;| = |aii+1] + |@ii—1]
J#i
i—plih i+pih
= 2p1/h2 —q; Z 2P2h§71 + 2p24];§1 = 2p7./h2
—¢ <0

Fiir ¢ < 0 (RB eindeutig lsbar) erhalten wir eine M-Matrix, wenn h klein genug ist.
Fiir ¢ > 0 analoge Storungstheorie wie fiir das RWP.
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A= EM—Matriz + QDiagonalmatriz
Alternative fiir ||(logp)’||eo gross: Verfahren der Konsistenzordnung 1

4.9 Upwind-Verfahren:

Statt D, fiir Disktretisierung von 2’ wihlen wir D, oder D_ abhiingig vom Vorzeichen von p'.
pxll +p/$/+q$ — f

Dy piDaxa(si) + pil/Maa(siv1) — xa(si) + qizals:) = fi

D_ :p;Doxa(s;) +p;1/h(1‘A(S,’) —xa(si—1) + qizal(si) = fi

Wenn p} > 0, dann Vorwirtsdifferenzenquotienen D, verwenden

Wenn p} < 0, dann Riickwértsdifferenzenquotienen D_ verwenden

DP' () = max p},,0D 2 + min p,,0D_z

A= (0 cretmeslO g p2 g g pl|/h “EERRES o) M-Matrix fiir g < 0 fiir b beliebig.
Besonders wichtig: p nicht bekannt ist, sonder indirekt von x abhéngt.

Beispiel: geladene Teilchen in elektrischen Feld, x Teilchendichte, E: elektrisches Feld, z Ladung:
2’ + z(Ex') = 0.

E =zx,E—p

Ausblick: Losung partieller DGL

Bsp: 2D, u(x,y)

Poissongleichung: f% — g%‘ = f,€ Q€ R? mit RB: z.B u(x,y) = f(x,y) fiir (z,y) € 00
Wirmeleitungsgleichung: in einer Raumdimension und in der Zeit u(z,t)

9u — %y e (0,t),t € (0,T)

RB z.B: u(a,t) = v, u(b, t) = 6, u(z,0) = up(x)

4.10 Anfangswertproblem
4.10.1 Numerische Losung:

Gitter: A = (x;,y;) € Q

Approximation von 9f2:

OA = (z4,y5) € Ql(wit1,y;) ¢ Q, oder (wi—1,y;) &, oder (i, y;41) ¢ Q, oder (z,y;-1) ¢

Dort approximieren wir Randwerte, d.h. u(x;,y;) — f(z4,y;) fir (z;,y;) € OA.

Fir (z;,v;) ¢ OA approximieren wir die partielle DGL, z.B. Poissongleichung auf dquidistantem Gltter z; = jhq,
yj = jhs

Diu—DY=f

—1/h3 (u(@ir1,y5) — 2u(zi, y;) + ul@io1,y)) — 1/h3(w(zi, y1) — 2wz, i) + w(i, yj-1)) = fi

Lineares Gleichungssystem fiir Werte u(xz;, y;)

Vektor U = u(x;, y;)

AU =y

A ist M-Matrix

Zeile fiir(x;, y;): Diagonaleintrag 2/h? +2/h% > 0

4 Nebendiagonaleintrige # 0: —1/h%(2z), —1/h3(2x)

Wirmeleitung: Linienmethode: Diskretisierung zuerst im Ort auf Gitter z; = a + jh

%(mi,t) = 1/h?(u(xiyp1,t) — 2u(ws, t) + u(w;_1,t))

= wp(t) = 1/h*(uip1 (t) = 25(t) + ui1(t))

System von gewohnlichen DGL, AWP

u'(t) = flu(t),t)

Lipschitzkonstante iiber f ~ 1/h?

explizites Eulerverfahren hat Stabilitdtskonstante ~ e
Zeitdikretisierung mit implizitem Eulerverfahren oder Crank-Nichelson

18.12.2009

L/h?
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4.11 Freie Randwertprobleme

Randwertproblem, bei denen ein Teil des Randes unbekannt ist, zusétzliche Gleichungen zur Bestimmung des

Randes. Bsp: —(pz’)'0fin(a,b)

z(a) =0,2(b) =0

Eindeutig losbar fiir gegebenes a,b

Freier Rand, z.B. b frei

Typsischerweise zwei k Randbedingungen

z.B. 2/(b) =0

Beispiel Ubergang Eis-Wasser

Unbekannte Funktion p(z,t) Temperatur

Wie stellt sich T ein?

(Wie veréndert sich T in der Zeit?

Wirmeleitungsgleichung: % = % + % gilt in Eis und Wasser.
AufT:u=0

zweite Randedingung?

In jeder Phase ist Energie abhéngig von der Temperatur, Enthalpie (Energiedichte)

B aiu+ by in Eis

asu + by in Wasser
Vereinfachung: a; = as = 1,by —bo =L +0

Elgenthch Warmeleitung durch Energietransport:

de __ 0
or = ox2 T ay

1 Eis
E(x,t) =
(@, (0 Wasser)

by FEi
e(x,t) =u(x,t) + bo + LE(x,t) = {u o B

u—+by Wasser

9= _
o Tl ==t 5z B
Im Inneren von Eis/Wasser : %—j = 0 => Wirmeleitungsgleichung

. du oz _ 2%u
1D'6t+L8t_07;2

Betrachten: 9% + L2 = a— n(&(t) +€,£(t) —¢)

Integration fE(:)H: ‘g;‘d + L ((:)H: %;d = aa; L(E(t) +et) — (§(t) —€,t)
Was ist

S(t)JrE
f(t) ) t)dx
At+e €
= 11H1At—>0 arl fg((tt J:rAtt+e x,t+ At)d f§ tt))t t)dx)

£(t) +At+e

At+e €
= lima¢—o0 3 At f E(t)+At—e z,t+ At) = f(z,t)dr + fg t)jAttt [z, t)de — fg tt))+5 f(z,t)dx)

= 55(%)26 iz, t)dar+hmm_>o (/A f& ) S )de =1/ At [GOIL, (o, t)de)

=f:1/At ff((tt)'i'?t)-&-e P, t)da = F(£(t+5t+e, té)t F(E(1)4e,0)
At 0
;>f(£( £)+ e, )% (t)

Analog 1/At fg(H_At) “fla,tyde = f(E(E) — e t) 5 (1)
d

(t) €
i i S fw B (ORI {ORGOREF

3
8
t € 9= t €= —_
f £ fi%i%t < =G, yde) ~ €0 + O + S0~ 0 = ) [ 1+ 5 =
¢

f=u: [E0 Geda —%( 5*: (z, t)dx>—u<§+et> +ulE )%
Achtung: u(&(t),t) =0
(t) fiir e — 0: L9 () = Z4(&(1), 1) — 24(&(1), 1)

Stationéire Losung: dE =
ou __
5 =0

@ =0= () =5 )
T4 =0 € (a,€) und (&,b)
u(w) = cw — €) in (a,€) und (€,)

zwel unbekannte , cund £ = zu bestimmen aus Randwerten u(a) = c¢(a — &), u(b) = ¢(b — &)

_ u(b)-u(a)
b—a

dg
dt

(t)
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gza_w

(&

Energieminimierung unter RBu(a) = u(b) =0

E(u)=1/2 f: o (z)%dw

Optimierung unter Nebenbedingungen u(x) > h(x)

u minimal

E(u) < E(u+ep), fallsu+ep > h

¢ >0, fallsu=nh

¢(a) = ¢(b) =0

0<1/e(E(u+ep)— E(u)) =1/e [ (v +€p)? — (v)?)dz =2 [ —u'¢'dz + € [ (¢')?
0< =2 [u'¢de — [u'"¢pdz <0

lokale Storung bei u > he klein: u+ € > h,u —ep > h
Ju'¢<0,— [u'¢<0= [u"¢=0—u" =0, wenn u(z) > h(z)

u = h — Storung ¢ > 0 zuliissig (u + €
Ju'¢p <0—u" <0 wenn u(z) = h(z)
Hindernisproblem: u > h in (a,b

u” <0 in (a,b)

u(a) =u(b) =0

u”’(u—h)=01in (a,b)

¢ >0)

05.01.2010

5 Buch Teil 1, Kapitel 8

Grosse Symmetrische lineare Gleichungssysteme

Ar=b,Ae R"™" be R"

A diinnbesetzt (Spairse),d.h. Anzahl der Nichtnullelementen in A < n? (Typischerweise O(n))
n gross

Zerlegungen (LR,QR,Cholesky) haben hohen Aufwand O(n?), nutzen Diinnbesetztheit nicht aus.
Eventuell hoher Speicherbedarf O(n?)

z.B. A= QR

A diinnbesetzt, trotzdem Anzahl der Nichtnullelemente in Q von der Ordnung n?.

Direkte Verfahren z = A~'b ,exakt“ bis auf Fehlerfortpflanzung

Relative Genauigkeit = K(A) * Maschinengenauigkeit

Oft ist aber Konditionszahl von A abhéngig von A bzw. sehr gross fiir n gross

Bei Diskretisierung eins RWP (pa’)’ + gx = f mit n Gitterpunkten entsteht Maxtrix A mit K (A) = O(n?).

n ~ 10* — n? Maschinengenauigkeit ~ 108

D.h. wir wollen nur eine Losung mit Genauigkeit € > Maschinengenauigkeit

Alternative Iterative Verfahren

In jedem Interationsschritt: Multiplikation Az oder ATz — O(n) fiir diinnbesetzte Matrizen
Speicherbedarf O(n), nur A, b, x*

Aufwand O(kpaz * 1), Kimae = Anzahl der Iterationen

Umso grosser €, umso weniger Iterationen k., notig. In der Praxis meist kq. < 12

5.1 8.1 Klassische Interationsverfahren

Fixpunktiteration

Ar=b<0=Q (b Ax)

sr=r+Q '(b-Az) =T -Q 'A)z+Q b
———— ~——

=G =c
r=Gx+c
okt = Ga* + ¢ — F(2%)
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Banach’scher FPS: F: R* — R™, F kontrahiert = 2* — 7 Fixpunkt 4+ Fehlerabschitzung
||l2* — || < Lke

L < 1 Lipschitzkonstante

|1F(z) = F(y)ll = |Gz + ¢ = Gy — || = G(z — y)|| < [|G][||z — vl

Kontraktivitit, falls ||G]| < 1

5.2 Satz 8.0:

G € R"™", ||G|| < 1 in einer Matrixnorm.

k+1

Dann konvergiert die Iteration x = Gz" + ¢ fiir jeden Startwert 2° € R™ gegen den eindeutigen Fixpunkt

T=GT+c

5.3 Satz 8.1:

G € R, p(G) := max; |A\;(G)| < 1.

Dann konvergiert die Iteration z*+! = Gz + ¢ gegen den eindeutigen Fixpunkt 7 = GT + c.
Beweis: (fiir G symmetrisch)

G symmetrisch — 3Q orthogonal

QGQT = A = diag(\)

N EW von G

Pl =Gab 4,7 =CGT+¢

it — 7 = G(zF - 7)

41— 7] = |Gk — 7] = |QTAQ(* — 7| = QT AQQTAQ(H" 7|
2"+t =7 = [|QTA?Q(z" ! = 7)|| = [|QTAMIQ(XT —7)|| = [|QTAM 1|
= [QT orthogonal]||A*+1y||

[1(diag(NF )yl = I ysll = 11 gl < p(@)E ]
~——— ———
p(G)k+1 —0dap(G)<1

= [[a**t = 7| < p(G)* Iyl

Es gilt: p(G) < ||G|] fiir jede Matrixnorm

— NG=|| < Gzl _ [Nzl gy sl
1GII = supooso "o 2 Tt = ot = Pl
fiir Xy EV zum EW )\j, ij = /\ij

|G| = max; [A;] = p(G)

5.4 Iterative Verfahren:

ot = Gab + c =28 + Q71(b — Ax¥)

5.4.1 RICHARDSON-Verfahren:

Q'=7I,T€ER

ol =gk — 7 AxP 4+ 7

- Konvergenz: G =1 —71A
p(G)<17?

p; EW von A mit EV z;
& 1—7p; EW von G, Az = pjz;
xj — TAT; = x5 — TU;x;

Gr; = (I —7A)z; = (1 —Tp5);
Brauchen: |1 — 7p;| < 1 fir alle j
alle p; >0,7>0
l<1l-Tp<1

T < 2

T<ENj ST < ot =

i <0,7<0,7> 2__ —

min; p;

| =
‘Mv

=
&
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Re(pj) > 0,Re(pr) <0

|1 — 7| <1,(1 —7Re(u;))* + (tIm(p;))* < 1

11— 7p| <1, (1= 7Re(p;)* + (3 (1x))? < 1
7>0,1—7Repur > 1

7<0,1—7Reu; >1

= Fiir jedes 7 gilt p(G) > 1 — nicht konvergent!
Richardson-Verfahren konvergiert, wenn Re(y;) und |7| klein genung ist und mit richtigem Vorzeichen sign(r) =
sign(Re(u;))

Insbesondere fiir A symmetrische-positive-definit, Konvergens fiir 7 € (0, ﬁ
Konvergenzgeschwindigkeit

||lz*+t = 7| < plla* — 7]

— lineare Konvergenz

p(G) = max; |1 — ;| = max |1 — TApaz(A)], |1 — TAmin (4)]
K(A) gross, 1 — TApmin(4) >0

T <A = @

Amaz(A)T < 2

%)‘WZ”(A)T <2

= Amin A < % <1

|1 - T/\mm| =1- T/\wm'n

T< o > 1 - 25me

—1_ 2 Ko(A)—2

K2(A) 7 Ka(A)

P(G) = 1 —TAmin > KIZ((;?L;Z ~ 1 fiir K3(A) gross

5.4.2 Jacobi-Verfahren:

Q = diag(a;;)

A=L+D+R

A symmetrisch = R = L*

D Diagonalmatrix, L. = linke untere Dreiecksmatrix
Q=D

okt = 2% + D71(b — Ax¥)

= DY (Da* — Ax* +b)

= DY (Dz¥ — DzF — La* — Ra* +b)

mk-l—l — D—l(b _ (L + R)xk)

$k+1 = 1/aii(bi - Ej;éi aijx;?

09.01.2010

Ar=bez=2—-Q (Az —b)

xk+l — xk _ Q_l(Axk _ b)

=GzF +c

Konvergenz ||G]| < 1

oder p(G) < 1

Richardson-Iteration: Q' = 71
Jacobi-Tteration: Q = D,A=L+ R+ D

5.5 Satz 8.2:

Das Jacobi-Verfahren konvergiert fiir jeden Startwert zo € R™, wenn A strikt diaognaldominant ist.

|aii| > 3 lai]
J#i
Beweis: G=1—-Q 'A=1-D" YL+ R+ D)
=-D"YL+R)
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Sup-Norm in R", Zeilensummennorm in R™*"||D~Y(L+R)||o = H

aln/an

J
= mfix 1/|a“-| Z |aij <1

laij|
max Z laii
J#i

JFi
Implementierung;:
k+1 _ aij k b;
T == 2 aav Tl
Jjneqt
k+1 _ Qij ok 4 bi
ml o Z auxj + aiy
Jneql
k+1 _ Aij .k b,
LTy == a2 L T ans
jneq2
Alternative:
k+1 _ aij k b;
== Y ey 4
jneql
k+1 _ a9 k+1 aij .k b;
Lo - az2 T 22 ai zJ aii
kAl N @ij kAL aij kb
Li - Z a; L Zj>i a1 i + ail
<1t
(Gauss-Seidel-Verfahren)
k+1 __ k
allzz:l = — Z aijxj —+ b1
j>1
k+1 k+1 __ k
21Ty '~ + agry T = — Z AT + bo
Jj>2
L S ok .
ngiawxj = Z aijri +bj
7>t

Matrix-schreibweise:

(D + L)zk*t = —Rx + b

ot = —(D+ L) 'Rz + (D+ L)~

Q=D+1L

G=—-(D+L)"'R

Konvergenzbetrachtung in einem geéinderten Skalarprodukt.
M spd: (z,y)ar =y Mz

Transponierte Matrix: y? Ar = (ATy)aVz,y € R"

al2/ayq

Ap—1,n—1

Adjungierten Matrix: Skalarprodukt induziert durch M: (Bz,y)y = (x, B*y)uVz,y € R"

B* adjungierte Matrix
B sei selbstadjungiert: B = B*
B positiv in (., )ar : (Bz,x)py > 0V € R™

Adjungierte Matrix:
(Bz,y)p =y MBx — (yMBM~YYMz = (B*y)T Mz, B* = M—*BTM

5.6 Lemma 8.3

G € R™" G* adjungierte Matrix in (.,.)n
Falls B = I — G*@ positiv ist, dann gilt p(G) < 1
Beweis: B positiv
0 < (Bz,2) = (z — G*Gr,x) = (z,2) — (G"Gz,2) = ||z[|3, — |G|,
——
(Gz,Gx)
& |lzlla > [|Gxl[pVe # 0

Gzx
P(G) < [|Gllar = sup, o 1AL <1

5.7 Satz: 8.4:

Das Gauss-Seidel-Verfahren konvergiert fiir jeden Startwert 2° € R™, falls A spd ist.

Beweis: G = —(D+L)"'R=1—-(D+L)"'A

aln/an
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nach Lemma 8.3 betrachen wir I — G*G

M=A
G*=A"'GTA=A""I—(D+L)'ATA
=AY I -AWDT + LT) " HA

~— =~

=D =R
(A= (D+R)y ™ HWA=1—-(D+R)'A
B=I-G'G=I—-(I—-(D+R)™A)(I—(D+L)"'A)
=I-I-(D+R)A—(D+L)*A+(D+R)"'A(D+ L)~ tA)
=(D+R) (I +(D+R(D+L)"'-AD+L)"HA
=(D+R"YD+L+D+R-A(D+L)'A
=A

=(D+R)'DD+L)A
Bz,z)a =2TAD+ R)™'D(D + L)~ Az
(D+L)"'A2)"D (D + L) ' Ax

~—————

=y#0

—~

=y"Dy =3 duy? >0
Lemma 8.3 = p(G) < 1 = Konvergenz

5.8 Relaxierung von FP-Iterationen

Richardson: z*+! = 2% — 7(A2% — b) = (1 — 7)2* + 7(2* — AzF 4+ 1)
Allgemein: statt ¢t = GzF + ¢
relaxierte Version: z*+1(1 — w)z* + w(Gz* + ¢)
w € (0,1]: Ddmpfungsparameter
w > 1 Uberrelaxieren
oF !l = w(Gak +¢) + (1 — w)a®
= (WG + (1 —w)I) z* + we
G
Ideal: w so zu wihlen, dass das Verfahren moglichst schnell konvergiert.
Fehler geht mit p(G,,)* — 0
w so zu wihlen, dass p(G,,) minimal

12.01.2010

Tpr1 = G + ¢ = Ty * WG + we+ (1 — w)ay
w € (0,1],w = 1: FP-Iteration

5.9 Def. 8.5

Fixpunktiteration zx11 = Gay + ¢, wobei I = G(A) ~ spd. Matrix fiir A spd
d.h. IW =W (A),W(I — G(A))W ~tspd

5.10 Bsp: 8.6:

Richardson G(A) = I — A symmetrisch, I — G(A) = A, spd

Jacobi: G=1-D'AI-G=D'A

W = D2, D = diag(ai1, .., ann)

W(I_G)Wfl _ D1/2D71AD71/2 _ D71/2AD71/2 _ (D71/2AD71/2)T _ (D71/2)TA(D71/2)T _ D71/2AD71/2
T (D7Y2AD= 2 = (D~Y22)T A(D~1/22) = yT Ay > 0 fiir y # 0

=Y

5.11 Lemma 8.7:

Tr4+1 = Gxp, + ¢, sei symmetriesierbar.
Dann sind fiir A spd die Eigenwerte von G(A) reell und A < 1
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Konvergenz des Verfahrens fiir (\;) <1

D.h. wir miissen nun erzwingen, dass FW > —1 sind

Relaxierung: G, = wG + (1 — w)I

MGy =whi(G)=1-w)<w+(1-w)<1

Al(Gw) > w)\mm(G) + (1 — w) > —1

2> w(l = Anin(Q))

W < @

Amin(G) > =1 = w = 1 erlaubt

Amin(G) < —1 — wl notig

FP-V symmetrisierbar ist — Relaxiertes PF-Verfahren konvergiert fiir 0 < w < #W(G)
Was ist die optimale Wahl von w?

Wehlerabschitung: ||zxr1 — Z|| < p(Gu)l|zk — Z|| < p(GL)* |20 — 7|
schnellste Konvergenz, wenn p(G,,) minimal

p(Ge) = max |1 — w(l — Apin(G))], |1 — w(1 = Anaz(G))]

@ = ming<w<1 p(G.) gesucht.

0<1—Anaz(G) <1 = XMpin(Q)

1—w(l = Mpaz(G)) > 1 —w(l = Apin(G))

Fallunterscheidung;:

1.Fall: beide positiv: p(Gy,) =1 — w(l = Az (G))
2.Fall: beide negativ: p(G,) =1 — w(1l + Anin(G))

3.Fall: verschiedene Vorzeichen: p(G,) = max1 — w(l — Az (G)), 1 — w(l — A\pin(G))

Optimal: —1 +@(1 — A\pin(G)) >0
1 —w(1 = Apnaz(G)) > 0
e R e v ey

Falls =1+ @(1 — Anin(G)) = p(Gy) > 1 —@(1 — Aoz (G))
w=w —¢,e >= KLEIN GENUNG

-1+ (w - 6)(1 - Amin(G)) <-1 er(l - )\mm(G))

aber —1 4 (W — €)(1 — Apin(G)) <1 — (@ — €)(1 — Mnaz(G))
d.h. p(Gz) — 1+ (W — epsilon) (1 — Apmin(Q))

Widerspruch zur Optimalitidt von w.

Analog Widerspruch, falls

1 -1 — Mpaz (@) = p(Gz) > =14 (1 — Mnin(Q))
Betrachte w — €

D.h. @ optimal

=1—-0(1 = Mpaz(GQ)) = =14+ (1 — Anin(G))

w =

2
2_>\maa: (G)_)\nlin (G)

SOR-Verfahren:

Successive Overrelaxation:

Gauss-Seidel: (D + L)zt = b — Ra*

ot = (D + 1)t —w(D + L)"1Rz* + (1 — w)ak

(D + L)z*+! — wb — wRx* ! + (1 — w)(D + L)z*

SOR

(D +wL)x** = wb — wRx* 1 + (1 — w)Dz*

A spd — Konvergenz fiir w € (0,2)

Uberrelaxierung, w € (1, 5;2), Beschleunigung des Gauss-Seidel-Verfahrens

5.12 8.3 Verfahren der konjugierten Gradienten (CG)

Konstruiere eine Folge von Teilrdumen U, C R"™
dimUy, =k
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Waéhlen Startwert xg
Vie =20 + Uy
21, Lisung von ||z, — 7| = minyev; [ly — 7]
T Lsg von Az =0
Gute theoretische Eigenschaft:
Vi =20 + Uy, dimU,, =n, U, CR" = U, =R"
=V,=R"
2 — 7| = minyev, [ly — /| = 0
Also ist x,, = T = Konvergenz in n Schritten
Was ist passende Norm?
Betrachten (.,.) s, ||z||s = /(z,z)B
lzx — Tl = minyev, |ly — 7l
= 1}, ist orthogonale Projektion von T auf Vj.
(xr — T, u)p = 0,Yu € Uy,
(rr, —7)TBu=0
Bz —T)u=0
Fir B=A: B(xy —T) = Az, — AT = Az, — b= —ry,
Residuen orthogonal zu Uy.
Bem.: ||z — Z||a = mingey, ||y — T|| heisst Ritz-Galerkin Approximation
Py, .., P sei Orthogonalbasis von Uy
no= P =g+ 3 B
j=
kT = k T

T =X+ J;l %,m =xo+ j;l (p;j-fpzo)Apj
ro = b— A.’EQ

k—1
Tk — To + Z a;pj +agpg

j=1

=Trk—1
T = Tp—1 + Pk
Ty =b—Ary =b— Arp_1 — apApy = 11 — apApx
Satz von Caly-Hamilton (LA)
4P, _1 Polynom Grad n — 1
Al = Pnfl(A)
T — Ty = A_l(b - A.To) = A_l’ro + Pnfl(A)TO
Am Ende: T — zg € U,, — span{rg, .., A" trg}
Idee Uy = span{ro, .., A¥"1ry} Krylov-Unterrdume

15.01.2010

CG-Verfahren Uy, = span{p1, .., pn}

Tp = Tgp—1 + QgPk

Tk = Th—1 — QR ADL

Satz von Cayley-Hamilton A=t = P, _1(A), A~ rg =2 — 29 = P,,_1(A)ro
Ui = span{rg, Arg, .., A" 1ro} = Ui (Axp)

Vi = xo + Uy, Keylov-Unterrdume

5.12.1 Lemma 8.15:

rr # 0, Dann sind die Residuen ry, .., 7, paarweise orthogonal, d.h. riTrj = 5ijriTri; 1,7 =0,..,k
und spannen den Raum Uy, auf.

Beweis: Induktion:

k=0:U; = span{ro}

k > 1: Beh.: richtig fiir £k = 1, d.h. rq, .., 7 seien paarweise orthogonale Basis von Uy

Th = Th_1 — aAPy = span{ro, .., AF71ry}

Apy, € AU}, = span{Arg, .., A¥rg}

= rp =1 1 — AP, € span{rg, ..., A¥po} = Up 11
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Nach Konstruktion von /7 gilt

r,::u =0,Vu € Uy

rir; =0 fiir j <k, dar; € Uy
Orthogonalbasis von Uy41

Konstanten der pj

To # 0: P1 =To

k> 1;r, =0 — xp Losung von Az =0
e 7 0: 1 linear unabhéngig zu Py, .., Py

Phil =Tk — Z E;’J‘ )53)“197- (Projektion von ry auf Orthogonalkomplement von Uy)

(Pr41,05)A = 0 fir j <k

5.12.2 Algorithmus 8.16 (CG-Verfahren)

xg € R",p1 =rg=b— Axg

Tteration iiber k bis Abbruchbedingung erfiillt: (||rg|| < €)
T T

Th—1Tk—1 _ Tp_1Tk—1

(pe.pe)a — pLAps

Tp = Tp—1 + QP

Tk = Th—1 — QR ADy

ap =

(T Pr)A TT?”k

Brt1 = (P:ﬂ)k)A B 7'ijrk71
Pri1 =15+ Brtabr
5 — (ri,Pr)A

k+1 (gkypk)A
ap = G piro = i, (b — Azg) = pr AT — 20) = (P, * — w0)a = (P&, X — X1 + 1 P1)a = (Pr, 2 — T1)a +
a1(pk,p1)A
= (pp,T—21)a=..= (ks T — xp—1)a = p} A(T — zp_1) = pLri—1

———

b*AIk_*_l
T1 = To +aa1pr

T, _,T _ T _ T T _,.T
PrTo =Py Tk—1 = (Tk—l + 5kpk—1) Th—1 = Tp_1Tk—1 T Br Pr—1 Tk—1 =T _1Tk—-1

——
ceUr_1 LUk

5.12.3 Satz: 8.17:

x erzeugt durch CG-Verfahren

_ VE A1k
17 — 2xfla < Z(W)kﬂx — Zol|a

5.13 8.4 Vorkonditionierung

Az =b— Ai =b
linke Vorkonditionierung PA x = Pb

A b
rechte Vorkonditionierung AB & = b, = B~ 'x
~~
A

A spd., P oder B spd

Ky(PA),K2(AB)?

AEW von PA

PAx = Ax fiir ein x # 0

Az = AP~ 'z verallgemeinertes EW-Problem

y = p 2z, pspd = p~tspd, = Ip~V/2 pt)p1/2p=1/2
P2 AP/ 2pl 20 = \p=1/2g

(P27 Ap'/2 = Ny

A ist EW von (PY/2)T Ap'/? spd

=>MNe R,

Amaz(PA
K3(PA) = AminEPA))

analog ist A EW von AB auch EW von ((B'/2)T AB'/?)
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= AB ist selbstadjungiert und positiv in (.,.)s

x, fly)B =a2TABy = 2T BT AT By = (ABx)" By

(Ax, Y)B

(z, Az)p = 2T BABx = (Bz)" A(Bx)

Vorkonditionierte Verfahren:

Bsp.: Richardson-Iteration:

T+l = Tk — (AB:Ek — b)

T = Bl‘k

Tp41 = T — (BAZy, — Bb)

Analog Richardson-Iteration mit Vorkonditionierung von links.

L4+1 — Tk — (PA.Tk — Pb)

Pil/Ql’k#»l _ Pfl/ka _ (P1/2Ap1/2pfl/2xk _ P1/2b)

ki1 =y — (P2 Ap! Py, — P1/20)

Fiir tranformierte Variable vy, = p~'/2x;, standard Richardson-Verfahren mit spd-Matrix
- Ka (P2 Ap' /%) —1y) .

lyr = =l| < (FrFrmapr=r1) o — ¥l

2=l < GERREDMIP @0 — )| < R 20 — 3l

ye=P=1/2x,

1P=1/22]| = PP P = VaTPPP=17% = 5Ty Tz = G2 = |l
19.01.2010

T

y=Bz

yT Ay > 0, da A spd

Az = b, Konvergenzfaktor wichst mit Ko(A).
PAz = Pb — Ky(PA)
ABZ =b— K2(AB)

Konvergenz-Richardson-Verfahren

Ky(AB)-1K Ky(PA)-1K
llo — 24l < F2ERTT , oder ||z — | < FEFAIT

¢ Konstante, die Normé#quivalenz zwischen Euklidischer Norm und der von B/p~!

5.14 Satz 8.22: Fiir CG-Verfahren mit Vorkonditionierung (PCG)
\/KQ(AB)—IH

K2 (AB)+1
Voraussetzungen fiir Vorkonditionierung B/P

lz — aklla <2 z — o4
a) K5(AB) bzw. Ko(PA) moglichst klein

b) y — By bzw. y — Py ,effizient“ berechenbar.

Wahl des Vorkonditionierens beruht auf méglichst gutem Kompromiss zwischen a) und b).

5.15 Lemma: 8.23:

Falls fiir pg, p1 > 0 eine der folgenden drei dquivalenten Bedingungen gilt:

(1) po(y,y)a— =yoy" Ay <y"By = (y,y)s
(W, 9)B < p(y,y) a1

(i) mo(y,v)B < (v,9)BaB
(111) )\mzn(AB) > Mo, )‘mam(AB) < K1

Dann gilt: K3(AB) < ﬁ

Beweis: (i) = (ii) y = Au in (i)

(¥, ) a1 = (Au, Au) g1 = (Au)" A~ Au = (u,u)a

y = A/2B1/2y

(y,y)ar = (AV2BY2)T A=V AV2 B2 = 4T B1/2 AV2A=1 AV2BY 2y = T Bu = (u,u)p
(y7y)B _ yTByT _ uTBl/QAl/QBAl/QBu

induzierten beschreibt.
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(i) = (w,u)p < (u,u)gr/2 41251725 < p1(u,u)B
(i) = (4i7)
Amin(AB) = mingo

> miny yo (222 = i

Amaz(AB) = max, o LDBAE < 1y

(ABy,y)s = yT BABy — yT BT AT By — (ABy)T By = (v, ABy) 5
(

i11) = (i1)
po < )‘mzn(AB) = miny;éo (W.y)BaB

(v,y)B
= Usar > g,y

= (y,y)BaB > po(y, y)Vy

maw(AB
(#i1) = K2(AB) = 7/\mmgAB; < %

(Beweis dieses Lemmas ist falsch)

. AB
T ABI = min, YY) B
Y (yy)s

Beispiele:

No < Amin(AB) = miny4 laloas min, g le Ay T minyo 4 TAy = TA\min(A)

(v,y)B Ty Ty

mam (AB) — T)‘mallf (A)

2. Diagonale Vorkonditionierer B = D"'P = D! D = diag(A)
okt = 2% — D71(Az* — b) — Jacobi

poy" D~y = pu(y,y)p-1 < (y,y)p-1ap-1+ =y " DTTAD 1y

u= D2y y =Dy

,uouTDl/QD_lDl/2u < uTDl/QD—lAD—lDl/Qu

a1 0 \/ii 0
D= L , D71/2 — .
0 ann 0 Vv ;'L’IL
1/alll‘l/all e T \/alln\/lann
D—1/2AD—1/2 _ 1 :
An,n—1
Van—tn—iv/ann
Va11y/ann Van—1,n—1yann 1
Suchen pp mit:
2 i 2
;U'Ozui < %:ulu] V@iiN/a5; < M1 Z’LLZ
Nach oben: Couchy-Schwarz Ungleichung
Uiy/ laij| ujv/lai;| aij a”
2 %2 IEIEUT
= =2
A diagonaldominant
B=D"!
gl — 7k _ (AD_lsz _ b)
Konvergenzfaktoren analog Jacobi
Diagonaldominante Matrizen p; < 2
(o abhéngig von der Speziellen Matrix A
Diskretisierung: —z” = f,z(a) = a(b) =0
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2 -1
-1 2 -1
A=1/h?
-1
-1 2
D_I/Q%I,D_1/2 _ hQI
1
i 2 1
-3 1 -3
—1/2 —-1/2 _ h 2 .. .. h_
DPADT? = L& S v
Y
1 2
-3 1

n n—1 n
uT'DV2AD Y2y = u? —1/2 5 wuipr — 1725 uimquy
1 i=2

=1 i=

n 5 n—1 n 9
=S ui— > wu < 23w
7 1Y+l > 7
i=1 i=1 ~N =1
cs
p1 =2
n—1 n—1
nach unten: > (u? — wjuir1) +ud = Y wi(u; — uip1) +ul
i=1 i=1

Bsp: u=(1,...,1)

uTu = zn: u?=n
uTD_lzjélD_l/Qu =1
o muss pou < 1 erfiillen

1
po < 5
mo> 2 —9pn
Ho ;

Bessere Vorkonditionierungen:

- unvollstindige LR~Zerlegung (ILU)

- unvollstdndige Cholesky-Zerlegung

ITL~ A

Aufwandsiiberlegungen: wie ,,unvollstdndig® durchfithren will.

- Vorkonditionierung von CG-durch iterative Verfahren z.B Richardson oder Jacobi
Richardson: Ax = b

! =20 — (Az° —b)

=o' — (Azt —b)=(I - A)a' +b= (I —A)?2"+ (I —A)b+b
Fixpunktform:

z=(I—A)?z+ (21 — A)b

(I —(I—A)*A Az = (2 — A)b

P
Gestaffelte Iteration iiber k = pcg-Verfahren
In jedem Iterationsschritt definiere die Anwendung von P auf A durch m Schritte des Richardson-Verfahrens

22.01.2010

5.16 Iterative Losung symmetrisch indefiniter Probleme

Motivation: verallgemeinerte Inverse fiir unterbestimmte Systeme.

Bxr=f, Be R"*" m<n, RgB=m

Verallgemeinerte Inverse Orthogonale zu N(B)

Fiir m,n gross, direkte Berechnung von BT unméglich Berechnung von N(B) zu aufwendig.
Alternative: Aquivalente Definition ,Lésung der minimalen Norm* ||z|| — ming, py—j ..

& 1/2||z||* = ming, pr—g .-

Allgemeiner: 1/2||z||? = min, py—g .., A € R™™" spd
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noch allgemeiner: 1/2||z||% — fTz — ming go—y ..
Einbettung in R"*™ p € R™

L(z.p) = 1/2|2ll3 - /T + (Bx - g)p

L : R"™ — R Lagrange-Funktional

p Langrange-Parameter, duale Variable

5.17 Lemma:

T € R™ 16st das beschriinkte Optimierungsproblem (A), falls Z ein Minimum von J : R — R U o0
J(x) = sup,e pm L(,p)

Beweis: Bxr =g : J(z) = 1/2||z||3 — fT=

Bx #g:pr:=k(Bx—g)

2
sup,, L(z,p) > L(z, pr) = 1/2|[z|[3f "y + k|| Bz — g]|
>0

—o0 fiir k—o0
— oo fiir £ — oo

= > L(z,p) = o0

J(w) = 1/2||z||4 — fTx fir Br =g
400 fir Bx # g
T € R" minimiert J = J(T) <oco= BT = f
und J(7) = 1/2)17ll% — /77 < J@) = 1204 — {7
min, J(z) = min, sup, L(z, p)
Falls Losung (Z,p) von min, max, L(z, p) existiert, gilt:
L(7,p) = min, max, L(z, p)
L(z,p) < L(z,p)Vx € R — ZL(z,p) =0
L(z,p) > L(T,p)Vp € R™ — ZL(T,p) =0

= m-+n Gleichungen fiir m+n Unbekannte.

9L (2,p)y = L(L(x + €y, p)|e=0

= 2(1/2(x + ey)" Az + ey) — fT(x + ey) + (Bz + eBy — g)"p)
= (1/2 y" Az + ey) + 1/2(z + ey) Ay — [Ty + (By) " p)|e=o
=1/2yT Az +1/22T Ay — yT f + 4T BTp

=y (Az+ BTp— f)

Oz%zAx—kBTp—f

0= 5 = 2((Bx—9)p) = H(PT(Bz — ")
= Bz

400

5.18 Satz:

Sei (Z,p) eine Losung von oben genannten, dann ist T eine Losung des beschrinkten Minimierungsproblems.
Beweis: x € R",Bx =g

1/22TAx — fTx —1/227 Az — fTx

=1/2(x —72)TA(x —7) — 1/287 T + 1/227 Az + 1/22T AT — 1/22T A7 — fT'(x — 7)

=1/2||z —7||3 -7 AT + 7T Az — fT(z —7)

>7"Ax ~7) — fT(z ~7) = (A7~ f)T(z — T)

=(B"p)"(z-7)=p"Blz~7)=p"(9-9) =0

= 1/207Ax — fTo > 1/27A7 — fTaVe, fr =g
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Beispiel:

A=1,B=1

n=m=1

A BT\ (1 1

B 0) \1 0
EW&%XM@({ll';>=AQ—D—4=o
AN —A=0

_ 1+
= A=

A BT . .
M = hat n Eigenwerte > 0, m Eigenwerte <0

S

B 0

Aspd: Ax+ BT = f w2 = A~1(f — BTp)
Bx=g— Ba ' (f —Blp)=g
BA™'BTp=BA~'f —¢g

Lemma A spd, Rg(B) =m = S? = BA™'BT ist spd
S = Schur-Komplement

Beweis: RgB = m = N(BT())
p#0=BTp=x+#0

pTBA™'BTp = 2T A7 2 > 0 wegen A~! spd
pTSp > 0Vp # 0= S spd

Sp = h wie bisher — alle Verfahren anwendbar
Vorkonditionierte Richardson-Iteration:

CpFtt = Cp* — (Sp* — h),C € R™*™ spd

5.19 Satz:

C>BA'B (-5 C—BA'B=(C—5) spd)

Dann konvergiert p* — p mit 2% = A=Y(f — BTp*) = 7
Beweis: G = C~1(C - §)

A EW von G mit EW ¢: C71(C - S)qg = \q
(C—8)g=XCq

¢"Cq—q"S¢= X" Cq

A= LE8

q"Cq(1-\) =q"5q

1-A=551 505 A<1
=p(G) <1

26.01.2010

5.20 Inexaktes Uzawa-Verfahren

Azk = (A — A)z* + f — BTp*

Opk+1 — Cpk 4 Bkt — g

A nicht regulir = wihle A regulir

A nicht reguldr, wenn ist M regulér

A symmetrisc, positiv semidefinit

Lemma: 7 Az > 0Vx # 0,Bz =0

Dann ist M reguldr und umgekehrt.

Beweis: Ann.: M ist nicht reguldr = 3(xp) # 0 mit M (xp) =0
Ar+BTp=0—a2TAr = —2"BTp=—(Bx)Tp=0
M nicht regulir = 3z # 0 mit 27 Az =0

(& Va #0: 27 Ax > 0 = M regulir)

M reguliir, x # 0, Bx = 0, M (xp) # 0,V(zp) # 0
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Insbesondere M (20) # 0 = (Awgftp) #0= Az +BTp+£0
T T

=T Az +x (B Bx)l =0p#0=2TAz #0=2TAz >0
Lemma: M regulir < A + BTC~!B spd fiir ein C spd
Beweis:
A+ BTC71B spd
= 2T Az + 2" BTC~'Bx > 0Vx # 0
= 2T Az > 0Vx #0,Bxr =0
= M regular
(A+ BTC~!B) nicht spd
=3Jx#0: (A+BTC'B)z=0
r=y+z2,y€NB),z2lAy=9yTA2=0
Ay+ Az+BTC'Bz=0
=yl Ay +yTAz+y"BTC'B2=0

>
= yTAy=0,y#0,By=0
= M ist nicht regulér
Erinnerung: L(z,p) = 1/22T Az — fTx + pT(Bx — g)
Angemerkt Lagrangian:
Le(w,p) = L(z,p) +1/2||Az — g||%

1/227Ax — fT2 Bx =g

Le(w,p) = L(z,p) + 1/2(Bx — g)"C~(Bx — g) + p" (Bx — g)
=1/2(2T Az +2"BTC~'Bx) — fT2 — g"C'Bx +1/2¢"C~1g + p (Bz — g)
=27 (A+BTC'B)x

(x 5)(5)-()

multiplizieren Bx = ¢ mit BTC~! und addieren sie zu Az + BTy = f

A+BTCc='B BT\ (z\ (f+BTC™'Cyg
B 0 -/ g

A=A+ BTC B spd

Falls Losung von flx = b mit verniinfitigem numerischen Aufwand durchfithrbar ist — Uzawa-Verfahren anwen-
A BT

den auf M, = ( B 0

Losung nicht mit verniinfitgem Aufwand durchfithrbar — Inexakte Uzawa-Verfahren (A spd)

Amk-f—l — (A_ A)mk _ BTpk +f

Cpftt =C + BaFtt — g

CpFtl = CpF + BA=1((A — A)x* — BTpk + f)

A 0 xhtl _ A—A -BT xk f
0 C (p’““) - (B/l_l(/l —4) C- B/l‘lBT> p’“) " (Bfl‘lf —g>
o At 0 \(A-A BT\ [ AYA-A4) —A-'pT
Lo ¢! < . . ) ~ \C'BAY(A-A) CYC-BA'BT)C'C

A
—A-1 —~A-1BTC! ) (A .\ 0)
G=| i ‘

> — Konvergenzvedinung analog, A — A

—C~'BA™' CY(C—-BA'BT)C!

G(xp) = Mzp), (yq) = (A 5 . g) (2)

A—1 A—1RT A—1 A
A AT @=r(*"4 e
—C7'BA™' C~Y(C-BA'BT) '\ 0 C)\

Verallgemeinertes Symmetrische EWP, falls A — A>0=>A<1
C—-BTA'B>0=A<1=p(G) <1

= Konvergenz des exakten Uzawa-Verfahrens

Compressed Sensing/Spensity

Unterbestimmtes lineares Gleichungssystem Bx = g, B € R™*™ m <n
Bisher minimiere quadratisches Funktional 1/2||z|? : 1/227 Az — Tz

Raphael Bruns gelesen von ,,Prof. Dr. Martin Burger® 48

brunsra@wwu.de Stand: 5. Februar 2010


mailto:brunsra@uni-muenster.de?Subject=Vorlesung
mailto:brunsra@wwu.de?Subject=Vorlesung

Hohere Numerik WS-2009/2010

In der Praxis oft andere Informationen:

Losung aus wenigen Komponenten einer Basis {b; }
n

x =Y a;b; mit moglichstvielen a;; =0
i=1

(aq, ..., ) sparse

#{i|lz; # 0} — ming py—y

S; € {0, ].}

S; =0wenn z; =0

S; =1 wenn x; # 0

= (l‘z(l — Sz) =0

Aquivalent: > SZ.2 = MiNg s Ba—g,z:(1—S:)=0,5,€0,1
Konvexe Relaxierung

>S5 = Ming s Baeg.zi(1—85)=0,8:€[0,1]

x gegeben > 5% — ming, (1—g,)=0 < > 52 — miny- 4,|(1-8:)=0
L(z,p) = 3287 +p3 |ai|(1 - S))

28; —plai| =0

Si = p/2|zi]

p?/4Y° X2 — ming,—,

29.01.2010

Idee:

Bx=g,Be R"™*"m <n

Suchen Losung mit #{i|x; # 0} — min

19 - Minimierung:: Y |z;|® — min, 0° := 0
Approximiert durch 3 |z;|? — min,, g — 0
> 82 — min, x;(1 — ;) =0

= 2 |zil(1—s) =0

relaxiert (s; = [0, 1])

= > 2?7 — minpg,_s keine gute Relaxierung
Besser:

2 .
Y5t — mlnzi: ol (1—s:)=0

Lis,p) = X2 +p 3 /wil(1 - 52)

0= g5 =25 — p\/lail, s = p/2¢/[il

/2> x| = ming,—,

Unter gewissen Bedingungen an B sind [°- und /*-Minimierungen Aquivalent, (Candres,Tao,Donoho)
F: R" — R konvex

OF (z) = w|F(z) + wT'(y — ) < F(y)Vy € R"

[Bei 22 ist das zum Beispiel die Tangente und liegt immer unterhalb der Funktion |
Es gilt fiir F stetig differenzierbar um x

OF (z) = F'(x)

OF (z) heisst Subdifferential, w € OF (z) heisst Subgradient

Beispiel:

F(x) = |z|

x #0,0F (x) = sgn(x)

x=0:0F(0)=[-1,1]

Bedingung: 0 € 0F(Z) charakterisiert Minimum

5.21 Lemma:

F:R" — RU 400 sei konvex.

T € R™ ist ein Minimum von F < 0 € 0F(T)

Beweis: 0 € 0F(z) & F(Z) + 0T (y —2) < F(y),y € R"
< F(T) < F(y)Vy € R"

< 7 ist Minimum von F
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F: R" — RU 400 ist niitzlich bei Nebenbedingungen.
G(x) — mingec, G: R" — R, konvex und C C R" konvex, abgeschlossen

o= {00 256

F(z) — mingepn < G(x) — mingeco
[lz]|1 = minpy—g4
Ol |
Azl =
Olzy|
w € J||z||1 & w; € J|x;| =: sgn(x;)
Losung entspricht Sattelpunkt von L(z,p) = ||z||1 + pT (Bx — g)
0¢€d,L=20|z||, + BTp
0= % =Br—g

Tz 4 |||}y > 72 — BTp

TR+l 4 9| |z |y > Tk — BTpk

Optimalitéitsbedingung fiir

7/2||xF Y — 2k 4+ 1/7BTpk||2 + ||2F ]y — mingri

Cpk+1 + B$k+1 —g

Fiir den ersten Schritt miissen wir ein Problem der Form 7/2||z — f||? + ||z||1 — min

/2 (20— fi)2 4+ Sl = Yr/2(s - £)? + |

(2
> ist dann minimal, wenn fiir jedes i: 7/2(z; — f;)? + |2;| — min,,

Optimalitétsbedingung: 0 € 7(x; — f;) + 0|

1.Fall: ; > 0:
6‘.131"21,T($i—fi)+1:0<:>$i:fi—l/T>0
2.Fall ; <0

3.Fall: z; =0

0€—7fi+[-1;1] = f; € [-1/7;1/7]
fifl/’r f¢>1/7'
ZZSl/T(fi): 0 |fz| Sl/T

fi+1/r f<-—1)7
das S heifit ,,Shrinkage*
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