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0.1 Umriss

Ziel: Bewertung von Finanzderivaten
Schlagworter:

e Black-Scholes-Formel

e dquivalentes Martingalmafl
risikokoneutrales Wahrscheinlichkeitsmafl

e Hedging, duplizierende Handelsstrategien

e Ambitrage

Hilfsmittel:
Theorie der stochastischen Prozesse:

e mathematische Modellierung von zeitlich abhéngigen Zufallsphdnomenen, wie
etwa Borsenkurse

e notwendig zur mathematischen Beschreibung von Finanzgiitern
Themen:

e diskrete und kontinuierliche Martingaltheorie

e Wienerprozess, Brownschebewegung

geometrischen Brownsche Bewegung als Modell der Aktienkurse

diskrete und kontinuierliche Markovprozesse

stochastisches Integral zur Beschreibung des Handels in stetiger Zeit
Literatur:

o A Irle: Finanzmathematik
e J.C. Hall: Option, Futures Models and other derivations
e S.A.Plisha: Instrction of mathmatical Finance

e H.Fallmer, A. Schied: Stochastik Finance
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1 Finanzmarkte und deren Derivate

Zweiteilung der Finanzmérkte in:

1. Basisfinanzmaérkte

2. derivative Finanzmaéarkte
Zu 1 gehoren z.B.:

e Aktien

e festverzinsliche Wertpapiere
e Bonds

e Rohstoffe

e landwirtschaftliche Erzeugnisse
diese werden gehandelt auf (Kassamérkte):

e Aktienmarkten
e Rentenméarkten

e Warenmaérkten
Zu 2 gehoren z.B:

e Optionen auf Aktien
e Swaps

e Futures auf Aktien und Fonds
und werden gehandelt auf (Terminborsen):

e Futuresmaéarkten

e Optionsmérten
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1.1 Optionen: Unterscheidung von Kauf- und Verkaufsop-
tionen

Eine Kaufoption beinhaltet das Recht:

e cin zugrunde liegendes Basisobjekt
e zu einem im voraus bestimmten, fixen Preis, den Ausiibungspreis (Strikepreis)

e wihrend (amerikanische Option) oder nur am Ende der Laufzeit (européische
Option) zu kaufen

Bestandteile des Calls:

e Laufzeit eines Calls[0; 7]
o underlying (Sr)cqo

e Strike oder Ausiibungspreis oder Basis k

Fiir den Put fasse die Definition wie im Calls bis auf die Anderung des Finanzgutes
zu verkaufen anstatt zu kaufen.
Optionen ist ein Vertrag (bedingtes Termingeschéft)

Prei fallig in =0
Finanzgutes

A B

Optionsauszahlung in T

Payoffs eines européischen Calls zum Zeitpunkt T.

Falls Sp > K: iibe das Optionsrecht aus, d.h. kaufe Aktie fiir k. Verkaufe diese sofort
fir Sp, St 4+ K ist die Auszahlung

Bei St < K: lasse Option verfallen.

Insgesamt: (S — K)* = maxz{0, S0 — K} = (Sr — K)1(s;>x)

Bei Put: Sy — K:

e leihe Aktie, verkaufe diese fiir K mittels des Optionsrechts, kaufe Aktie fiir Sp
und gebe geliehene Aktie wieder zuriick, K — Sp der Auszahlung

Insgesamt: Putauszahlung: (K — S;)™
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1.2 long, short

In der Regel geht der Kéufer eines Finanzgutes eine long-Position ein, der Verkaufer
eine short-Position.

long call £ Kiufer einer Kaufoption, Callinhaber

short call £ Verkiufer einer Kaufoption Call-Stillhalter (writer), zeichnet die Opti-
on, muss optional die Aktie zum Kurs k in T verkaufen.

long put £ Kiufer einer Verkaufsoption

short put £ Put-Stillhalter, writer, Zeichner, muss optional Aktie kaufen

long Aktie £ Kiufer einer Aktie

short Aktie £ Verkéufer einer Aktie, Leerverkauf, shortselling

Durch einen sogenannten Leerverkauf kann ein Finanzgut verkauft werden, welches
man selber nicht besitzt. Hierzu leiht man sich das Finanzgut von der Bank und
verkauft dieses.

1.3 Pay-off-Diagramme

Aufgetragen wird der Wert der Position der Investition gegen den Preis des Basis-
guts.
- Laufzeit T, Preis St des Gutes

1. long call, Strike k

Tk

2. short call, Strike k
K
ok |

3. long put, Strike k
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Tk

4. short put, Strike k
K
ok |

5. long Aktie, Strike k

| '

6. short Aktie, Strike k
O ‘ oo

-

1.4 Profit-Diagramme

Profit = Payoft - Kosten
Sei C der Callpreis, P der Putpreis

1. long call: Kosten: X, Payoff: (S — K)*
A

Y

0
—k

2. short call: Kosten: X, Payoff: (Sp — K)*
A
c

or—n.K

Y

¢
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3. long put: Kosten: X, Payoff: (S7 — K)*

0 -
c«{ e
4. short put: Kosten: X, Payoff: (Sp — K)*

cﬁ‘ e

15.10.2009

1.5 Strategien

Durch Kombination von long, short Positionen kann man Strategien bilden.
Beispiel: Absicherung einer Aktie

Aktie heute zum Kurs k gekauft.

Zur Absicherung gegen Kursverlust in T wird eine Putoption zum Strike k gekauft.
Positionen:

long Aktie, long Put

Kosten K, P(heutige Putpreis) : K+P

Payoff: Sr, (K — Sr)*: max{K, St}

Profit: Payoff - Kosten

= maz{k,Sr} —k— P

= —Plg,<x + (St — K = P)lg, >k
A

-
-p_ | ey Aktienkurs
8

long straddle

Spekulation auf eine Hausee oder Baisee
long call , long Put

Kosten: C, P: C+ P

Payoff:(ST - K)+, (K - ST>+I |ST - K‘
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o \IK/ Akhenmrs

Butterfly-Spread

Spekulation auf eine seitwérts gerichtete Borse bei geringem Risiko

Basispreise: K < Ky < K3

Positionen: long call mit Basis K7, long call mit Basis K3, 2x short call mit Basis
Ky

Kosten: C1 (St — K1), C3(Sr — K3)+, —2C5 : —2(S7 — Ko)*

Payoff: (S7—K1)" 1k, <5 <r0, +(2Ka—K1—S7) Lk, <5< iy H(2Ko— (K1 + K3)) Tl k4
Profit: Payoff - Kosten:

Fall: K2 = %(Kl + Kg)
|

7 | *, Aknenﬁrs
I'<I K2 lg

‘andere Bilder:
3

| | 5 Aknenﬁrs
I'<I K2 lg

1.6 Arbitrage

Ein Arbitrage ist ein risikoloser Profit, der beim Handel mit Finanzinvestitionen
erzielt wird. (free lunch)
Beispiel:
New York Frankfurt
Aktie 150% 100€
Wechselkurs 1 € entspricht 1,55$
Arbitragemoglichkeit:

e Kaufe Aktie in New York

e Verkaufe diese in Frankfurt
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e Wechsle Furo in Dollar

risikoloser Profit:

100 = 1,55% — 100$ = 5%

Grundannahme:

Im Handel mit Finanzgiitern gibt es keine Arbitrage. Das No-Arbitrage-Prinzip: Das
No-Arbitrage-Prinzip ist in einem Gleichgewichtszustand von Finanzmérkten erfiillt
und gegeben, wenn Markteffizienz und Markttransparenz vorhanden sind.

1.7 Replikationsprinzip

Voraussetzung: keine Dividendenzahlung bei Finanzgiitern.

2 verschiedene Kombinationen K,L. von Finanzgiitern haben zu einem zukiinftigen
Zeitpunkt T mit Sicherheit den gleichen Endwert V bzw. W. Dann haben Sie auch
zum gegenwirtigen Zeitpunkt den gleichen Wert.

Argumentationen:

K habe die Werte Vy(Anfangswert), V

L habe die Werte W,,W

1.Fall:

Vo > Wy

Am Anfang:

e short selling in K

e geche long in L

Gewinn: Vo — Wy >0
Am Ende

e verkaufen L

e kaufe K mit anschlieSlender Riickgabe an den Verleiher

W—-V=0

Insgesamt: risikoloser Profit von Vo — Wy > 0

2. Fall Vy < W,

Fiihre analoge Strategie aus mit K und L vertauscht.

V Endauszahlung
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1.8 Nullkouponanleihe

Die Nullkouponanleihe ist ein festverzinsliches Wertpapier, das zu einem zukiinfti-
gen Zeitpunkt T zu einer Auszahlung eines festen Geldbetrages, etwa 1€, an seinen
Inhaber fithrt. Kouponzahlungen innerhalb der Laufzeit finden nicht statt.

T: Ausiibungszeitpunkt, Marturity

In T wird 1 ausgezahlt:

B(0,T) < 1 ist der Anfangspreis der Nullkouponanleihe.

B(t,T) zufillige Preis zum Zeitpunkt t fiir die Nullkouponanleihe.

1.9 Put-Call Paritit

Seien C,P die Preise einer Call- bzw. Putoption mit Laufzeit T und strike K. Seien
So bzw. St der gegenwartige bzw. zukiinftige Preis der Underlying.

Dann gilt: So+ P — C + K = B(0,T)

Argument:

Betrachte folgende Kombinationen von Finanzgiitern:

I: long Underlying, long Put

II: K * long in eine Nullkuoponanleihe mit Maturity T, long call
Wert in T:

I St + (K — S7)" = max{K, Sr}

II: K+ (Sr— K)" =maz{K, Sr}

Replikationsprinzip liefert, dafl die Anfangswerte iibereinstimmen.
So+P=C+K=xB(0,T)

Bemerkung:

Ist die Zinsentwicklung deterministisch mit stetigem Zinssatz r > 0, so ist B(0,7) =
e da B(0,T) x e = 1.
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1.10 Forward

Wir betrachten ein zugrundeliegendes Underlying. Ein Forward ist ein OTC(over
the counter) Kontrakt zwischen den Parteien A und B.

A zahlt an B den zu einem Abschlul des Vertrages vereinbarten Terminpreis Fp
wenn Zeitpunkt T und erhélt von B dafiir das Underlying.

A hat die long-Position im Forward

B hat die short-Position

T ist der Ausiibungspreis (Maturity)

Fr ist der Termpreis (Forward Preis)

Wichtig: Forwardkontrakte verursachen keine Kosten zum Abschlufizeitpunkt.

19.10.2009

Forward, Fp

Bild 1

Beziehung zwischen Termin und Spotpreis

So: gegenwértige Preis des Underlying, heutiger Spotpreis

Fr: Forwardpreis zum Ausiibungszeitpunkt T, Terminpreis in T
Dann gilt:

Fr+B(0,T) = Sp.

Argument:

Betrachte folgende Kombinationen von Finanzgiitern:

I: long in forward, Frx long in eine Nullkouponanleihe mit Maturity T
IT: long im Underlying

Wert zum Zeitpunkt T:
I. Sp— Fr+ Fr=5r

II: ST

Replikationsprinzip liegert:
FT * B(O,T) = So
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1.11 Futures

Standardisierte Forwards, die an Terminborsen gehandelt werden.

e Hinterlegung eines Sicherheitskontos
e Handel der Future Positionen

e téigliche Wertdnderungen verursachen einen Margin-Call auf dem Sicherhei-

tenkonto.
Beispiel:

e Dax-futures
e Bobl-future, (Unterlying Bundesobligationen)

e Bund-future, (Underlying Bundesanleihe)

Handelsvolumen ist sehr umfangreich.

1.12 Digitale Optionen

Auszahlung eines festen Geldbetrages (etwas 1 Euro) bei Eintreten eines auslosenden
Ereignisses, etwa {Sy > K} oder {Sr < K}

Digitaler Call auf ein Underlying mit Basis K und Ausiibungszeitpunkt T hat die
Auszahlung 1g,> k.

Digitaler Put entsprechend 1g,<x
A A

Y
Y
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1.13 Eigenschaften des Callpreises

Sei C'(Sy, T, K) der Preis eines Calls auf ein Underlying mit Laufzeit T, Strike K,
Anfangskurs S
Dann gilt:

i: C(So,T; K) > maz{0,Sy — K « B(0,T)}, innerer Wert eines Calls
ii: C(S0,T;K) <5
iii: K7 < Ky = C(S,T; Ky) > C(Sy, T; K3) monoton fallend in K
iv: B(0,T)(K» — K1) > C(So, T, K1) — C(So, T, ) fiir Ky < s

vi C(8o, T, Ks) < 252 C(S0, T, Ky ) + 2= C (8o, T, K3) fiir alle Ky < Ky < K3

A A
SD SD

Y
Y

Basis K Basis K Argument:

1. Falls C' < 0, gehe long in den Call und halte bis zum Ende
risikoloser Gewinn Gewinn |C| am Anfang.
Also C >0
Analog gilt P > 0 fiir den Put.
Put-Call-Paritét liefert:
C=S+P—-KxB(0,T)>5,—K=x*B(0,T)

2. Falls C > S,
short call, long in der Aktie
am Anfang: Gewinn C' — Sy > 0
am Ende: benutze die Aktie, um die Verpflichtung T aus dem Call zu erfiillen.
Sy —(Sp—K)t >0
also Arbitrage moglich
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3. Falls C(K7) < C(K3), gehe short in K, und long in K
Am Anfang C(K,) — C(K;) > 0.
Am Ende (S — K;)" — (St — K3)T >0

4. Falls C(K;) — C(K3) — (Ky — K1)B(0,T) > 0
- gehe short in K,
- gehe long in K,
- long in Ky — K Nullkouponanleihe
Am Anfang: C(K,) — C(K3) — (Ky — K1)B(0,T) > 0
Am Ende: (Sp — Ko)t — (S — K1)+ (K — K1) > 0

5. Ky — MK+ (1 = N)Kj3 mit)\:%
Falls C(K3) > AC(K7) 4+ (1 — \)C(K3)
gehe short in Ky; Az long in K3, (1 — \) long in K3
Am Anfang:
Gewinn C(K3y) — AC(K;) — (1 = N)C(K3) >0
Am Ende:
ASr — K)T+ (1= XN (Sr— K3)" > (S — K3)*
also eine Arbitragemoglichkeit

Analog kann man fiir den Put argumentieren (oder mit Put-Call-Paritét):

1.14 Eigenschaften des Putpreises

Sei P(Sp, T; K) der Preis eines Puts mit Laufzeit T, Basis K, Anfangskurs Sy. Dann
gilt:

(i) P(So,T,K) > max{0,K %« B(0,T) — S}

(i) P(So,T,K)< K
(ili) Ky < Ky = P(K;) < P(K,) monoton wachsend in K
(iv) B(0,T)(Ks — K1) > P(K>) — P(K)) fir alle Ky > K,

(v) P(Ky) < AP(K)) + (1 — M) P(K3) fiir alle K; < Ky < K3 mit A = %

konvex in K.
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2 Einperioden Modell

bisher: kein mathematisches Modell zur Beschreibung von Finanzmérkten
Preisfestsetzung mit Hilfe des Replikationsprinzips, also durch Finden von duplizie-
renden Handesstrategien.

Im folgenden Argumentation innerhalb einnes mathematischen Modells.

2.1 Einperioden-Modell mit risikofreier Anlage

Finanzgiiter mit festen Anfangspreisen S;(0), ..., Sy (0) und zuféllige Endpreise S; (1), ...

nach einer Handelsperiode.
In Vektorrotation:
S1(0) Si(1)
eRY, S(1) = 0 — RN
Sn(0) Sn(1)
S(1) ist eine Zufallsvektor auf einem Wahrscheinkeitsraum (€2, ©, P)
Ein Handel in diesem Finanzmarktmodell erfolgt durch Aufstellen des Portfoliios

x € RN am Anfang und Halten bis zum Ende.

XeR" 1

x5 = Anzahl an Anteilen im i-ten Finanzgut.
beliebige Teilbarkeit wird angenommen.
Anfangswert: N

N

i=1
und einem zufilligen Endwert.

N
(@ 5() = L aSi(1)

Ein Portfolic  heift risikofreie Anlage, falls (x, S(0)) > 0 und (zs, S(1)) = 1.

B = (z,5(0)) heifit Diskontfaktor.

Eine risikofreie Anlage repliziert also eine Nullkouponanleihe, deren Maturity das
Periodenende ist.

2.2 Definition

Ein Portfolie x wird als Arbitrage bezeichnet, falls gilt: (x,5(0)) <0, (z,S(1)) >0
und P({(z,S(1)) — (x,S(0)) >0) >0

Durch eine Arbitragemoglichkeit kann ohne Anfangskapital ein Portfolie aufgebaut
werden, das einen risikolosen Gewinn (z, S(1)) — (z,S(0)) > 0 erziehlt.
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2.3 Beispiel

Cox-Ross-Rubuistein Modell(CRR-Modell)
N = 2 Finanzgiiter
- Geldmarktkonto, Bankkontofestverzinsliche Anleihe
S1(0)=1,5(1)=1+9
S ist das Zinssatz mit dem sich im eingesetzten Kapital risikolos verzinst. = risoko-
freie Anleihe
- risikobehaftetes Basisgut(risky asset) mit Anfangspreis S5(0) = A(0) > 0
S,(1) = A(1) = {u x A(0) m?t Wahrsche?nl%chke%t P
d* A(0) mit Wahrscheinlichkeit 1 — P
d > 0.

Ein kanonisches Modell fiir A(1) ist Qwy, wo @ A(1)(wy) = uA(0), A(1)(w ) dA(0)
P ist ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (§2, B(€2)) definiert durch P(w;) = p = 1 —
P(CUQ), O<p<l1

s () -0 ()

1
Das Portfolie x; = (16P> ist eine risikofreien Anlage, da (z;, S(1)) = = * (1 +

mit Konstanten aus

p)+0=1
lip (xf,5(0)) ist aber Diskontfaktor im CRR-Modell
Die Parameter des CRR-Modells sind S,d,u,p

2.4 Satz:

Das CRR-Modell ist arbitrage-frei genau dann, wenn d < 1+ p < u
Beweis:
, = “ Kontraposition:

1.Fall: 1+ p < d (Aktie ist immer besser als die Anleihe)

Dann ist x = —fi(())

denn (x,5(0)) = —Ag* 1+ 1% Ag=0und (z,5(1)) = —-A(1+p)+ A(1) >0
und > 0 im Falle von A(1) = uA(0)

) ein Arbitrage, (leihe Geld und investiere in die Aktie),
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2.Fall: 1+ p > u (Anleihe ist besser als die Aktie)

Anleihen (z,S5(0)) = 0 und (z,S(1)) > 0 und > 0 fiir A(1) = dA(0).

Dann ist z = (A((1))> ein Arbitrage , wir verkaufen die Aktie und kaufe dafiir

<" Kontraposition:

Sei x eine Arbitrage, es gilt also x; + 22 A(0) < 0, x1(s + p) + 22uA(0) > 0, z1(1 +
p) + 22dA(0) >0

und eine der Ungleichungen ist strikt.

1.Fall: z; <0, d.h. Anleihe verkauft und Aktie gekauft
also 22 A(0) <y, —x1(1 4 p) < 22A(0)

2.Fall: ;1 >0
d.h. Anleihe gekauft und Aktie verkauft, dann —z5A(0) > x1,2:(1 + p) >
x9uA(0)
also x1(1 4 p) > —22A(0)u > x1u
=1+p>u

3.Fall: z1 =0
dann muss 2o < 0 und x5 > 0 = x5 = 0. Dann ist aber x kein Arbitrage. Also
kann der dritte Fall nicht auftreten.

2.5 Bemerkung

In einem arbitragefreien Modell mit risikofreier Anlage ist der Diskontierungsfaktor
eindeutig bestimmt.

Beweis:

folgt unmittelbar aus dem Replikationsprinzip, da der Diskontfaktor der Anfangs-
wert einer risikofreien Anlage ist.

2.6 Bemerkung

Ist © € R" ein Arbitrage, so gibt es ein Arbitrage y mit (y, S(0)) =0

Beweis:

Sei V(0) = (z,5(0)) < 0 und xs eine risikofreie Anlage mit Diskontfaktor B =
<£L’ f> S (O)> >0

Lege |V(0)| in die risikofreie Anlage an, d.h. kaufe @ Anteile der risikofreien
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Anlage.
Setze also y = = + @xf
Dann gilt: (y, S(0)) = (x,S(0)) + |V (0)| = V(0) + |[V(0)] =0
(y,S(1)) = (x,S(1))+|V(0)] >0
——— N~

>0 >0

2.7 Sprechweisen

Fiir Zufallsgrofien X,Y sagen wir X =Y, fir P(X =Y) =1
X>Y fir PX >Y) =1
X>Yfir X >Y)=1und P(X >Y) >0

2.8 Claim und Hedge

Gegeben: Einperioden Modell mit risikofreier Anlage.

Ein Claim ist ein Kontrakt, der seinem Inhaber am Ende der Periode eine zufillige
Auszahlung C zusichert. (C kann auch negative Werte haben)

Jeder Claim entspricht also einer Zufallsgréfie C': 2 — R

Claims entsprechen derivativen Finanzprodukten.

Ein Claim C heiit absicherbar oder hedgebar, wenn es ein Portfolio x € RY gibt
mit (x, S(1)) = C gibt. X heift dann Hedge oder publizierendes Portfolio fiir C.
Das Replikationsprinzip kann nun {ibertragen werden auf das Einperioden Modell,
um einen eindeutigen Preis fiir hedgebare Clains zu ermitteln.

Die beiden folgenden Strategien:

I: Kaufen von C und halten bis zum Ende
IT: Aufbauen des Hedgeportfolios x und halten bis zum Ende.

haben den gleichen Endwert.

Das Replikationsprinzip liefert, dafl beiden Strategien auch den gleichen Anfangs-
wert haben. Der Arbitragefreien Anfangspreis von C ist also durch den Anfangswert
(x,5(0)) des Hedgeportfolios bestimmt.

2.9 Satz

In einem Arbitragefreien Einperioden Modell mit risikofreier Anlage sei C ein hed-
gebare Claim mit Hedge x € RY.

~ a ~ C
_ 1) = sauivalent
S(0) (S(O))’S( ) (S(l)) dquivalen
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(i) das erweiterte Modell ist arbitragefrei

(i) (z,5(0))

Beweis:

(i) = (i1) per Kontraposition

1.Fall:

2.Fall: a <

a> (z,5(0))

Dann ergibt sich eine Arbitragemdglichkeit fiir den Verkdufer des Clains.

Gehe short in den Clain und kaufe den Hedge, d.h. bilde
1 .

#(0) = < . ) dann <;z,5(o)> = —a+(z,5(0) <0.

(2,5(1)) = =C + (2, 5(1)) =

Also ist T ein Arbitrage.

(z,5(0))
Dann hat der Kaufer des Clains eine Arbitragemdglichkeit.
Gehe short im Hedge und long im Clain, d.h. bilde

(1) Dann gilt:
x

(7.5(00) = a— (z,5(0)) <
(2.501)) = C = (2, 8(1)) =
Dann

ist T ein Arbitrage.

(i) = (4)
Sei a = (x,5(0))

Annahme: Z = <ZO) € RN*! ist Arbitrage im erweiterten Modell.
z

Weg?n a=(x,S(0)) gilt:

<5, 5(o)> = za+ (2, 5(0)) = 2 (z, S(0)) + (2, 5(0)) = (z0z + 2, S(0))
<z, 5(1)> = 2C + (2, S(1)) = 20 (x, S(1)) + (2, S(1)) = (202 + 2, S(1))
= 2px + z Arbitrage im Ausgangsmodell

= Widerspruch

26.10.2009

2.10 Vollstandigkeit

Ein Einperioden Modell heifit vollstandig, falls jeder Claim hedgebar ist.
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2.11 Beispiel

Das CRR-Modell ist vollstandig
Beweis: Sei C' = (C(wy), C(wa)) = (¢1,¢2) = (Cu, Ca)

¢

2

Portfolio z1, x5 bestimmt sich aus:
1(1 4 p) + 22uA(0) = ¢
z1(1 4 p) + 22dA(0) = ¢

1 wucog—dcq
1+p u—d
_ _c—c2
T2 = - A0)

Im Falle des européischen Calls C(A(1) — K)* erhélt man z; < 0 < 29

Als eindeutig bestimmter Preis eines Claims C erhélt man also

a=p(C)=x1 4+ 22A(0) = 1ip—uci ch + A==

Frage: Erhélt man diesen Preis auch als mittlere abdiskontierte Claimauszahlung?

Fiir p* = P*(Al =uAy) = P*(w)

*141rp0 p* 1+,oc1 +(1-p )1+pc2 - Cfi
<:>p (1+p(cl 02)) - 1+p(cl - 02) +Pd

1+p—d
<:>p = =4

Also gilt fiir p* =

xr1 =

14p—d
u—d

Der arbitragefreie Anfangspreis p(C) eines jeden Claims C erfiillt p(C) = E*5 +pC
Ziel: Charakterisierung der Arbitragefreiheit mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheo-

rie.

2.12 Separationssatz von Minkowski

Seien C und O, nichtleere konvexe Mengen des R", C; N Cy = ). Sei C abgeschlos-
sen und Cy kompakt.

Dann gibt es eine lineare Abbildung ¢ : R* — R

und relle Zahlen f; < S mit ¢(z) < 81 < [y < @(y), fiir alle z € C,y € Cy
Insbesondere:

sup ¢(z) < [ ¢(y)
zeCq ’yECQ
Graphische Veranschaulichung:
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Um dies zu benutzen muf} eine dquivalente Formulierung der Arbitragefreiheit ge-
funden werden.

2.13 Arbitragefreiheit mittels diskontierten Gewinnmoglich-
keiten ausdriicken.

Gegeben ist ein Einperioden-Modell mit Anfangspreis S(0) € R™ und Endpreis
S(1) € R™ zufillig.

risikofreie Anlage x; mit Wert (zy, S(1)) = 1 und (x4, 5(0)) = B = 1=

Das j-te Finanzgut ermdglicht einen diskontierten Gewinn von Y, = 1_-1+7ij(1) —
S;(0),5=1,.,N

Erhalte so einen zufilligen diskontierten Gewinnvektor: Y = -5;(1) — 5;(0)

Ein Portfolio - € R" liefert also einen diskontierten Gewinn von (z,Y") = (x, (1)) 17—
(z,5(0))

G = {{(z,Y), € R"} ist die Menge aller diskontierten Gewinnmoglichkeiten, die
beim Handel im Finanzmarkt moglich sind. G ist ein endlich-dimensionaler Teil-
raum der Menge aller reellwertigen Zufallsvariablen. Bezeichne mit: Ly = {f : Q —
R; f(w) > 0, fiir alle w € Q} die Menge alle nicht-negativen Zufallsvariablen.

Dann sind dquivalent:

e Das Modell ist arbitragefrei

e GNL,={0}

Beweis:
(17) = (i) per Kontraposition
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Ist das Modell nicht arbitragefrei, so wie ein Portfoilie x € RY mit (x,S(0)) = 0
und (z,5(1)) > 0 also auch 1= (x,5(1)) > 0 und somit (z,Y) = 1= (z,5(1)) —
(z,5(0)) =0

also gilt nicht (ii).

(1) = (ii) per Kontraposition

Sei G N Ly # {0} Dann gibt es ein z € R” mit 0 < 1= (z,5(1)) — (x, 5(0)).

Lege (x,5(0)) in die risikofreie Anlage. Bilde also:

z=x—(x,5(0)) (1 4+ r)zs. Dann gilt:

(2,5(0)) =0 und

1 (2 8(1) = 5z (2, (1) = (2, 5(0)) (1 + )2y, S(1))) = 35 (2, S(1) = (z, S(0)) =
(z,Y)>0

Also ist z ein Arbitrage.

2.14 Aquivalente Mafe

Sei (§2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum

Np ={N € A: P(N) = 0} ist das System der Nullmengen. Ein Wahrscheinlich-
keitsmaf} heifit absolut-stetig bzgl. P

Q<K P& Np< NQ

Q heifit dquivalent zu P

Q~P e Np=Np.

Ist L > 0 mit [LdP = 1, so wird durch Q(A) = [ LdP, fiir alle A € OL ein
Wahrscheinlichkeitsmafl Q definiert durch @ < P. f ist die P = Dichte von Q.
Schreibweise: % =1L

Es gilt:

Sind L,I” p-Dichten von Q, soist P(L = L") =1

Ist Q dquivalent zu P, so ist P(L > 0) =1 = Q(L < oo) und 7 ist die Qpjcnte von P
Le: P(A) = [+dQ

Spezialfall: !

Q] < 00, ={wr,..,wq}

suppP = {w : P({w}) > 0}

Wahrscheinlichkeitsmafl Q auf €2 ist dquivalent zu P

& suppP = suppQ)
Zusammenhang zur Modellierung von Finanzmérkten

e Ein Finanzmarktmodell wird im wesentlichen bestimmt durch die zuféllige
Entwicklung der Basisfinanzgiiter
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e Dabei ist nicht entscheidend, welche Verteilung ein Akteur im Finanzmarkt

postuliert.

e Zwei Akteure sind im gleichen Finanzmarkt, wenn die beiden konstruierten

Verteilungen in die gleichen Ereignisse mit positiver Wahrscheinlichkeit Basis-

finanzgiiter eintreten lassen kénnen. Das ist der Fall, wenn beiden Verteilungen

dquivalent sind.

e Ein Ubergang zu einem #quivalenten Wahrscheinlichkeitsma$ éndert den Fi-

nanzmarkt nicht, wohl aber die Verteilung der Basisfinanzgiiter.

e Ein endliches Finanzmarktmodell d.h.|$2| < co wird nicht veréndert, wenn die

Menge der Elementarereignisse mit positiver Wahrscheinlichkeit unveréndert

bleibt.

2.15 Definition

In einem Einperioden-Modell heifit P* risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmafigeann,

wenn gilt:

1. PP~ P

2. Es exisitiert ein B > 0 mit S(0) = E*BS(1)
E*B(S(1) —S5(0)) =0

P* wird auch dquivalentes Martingalmafl genannt.

29.10.2009

P~ P
E*BS(1) = 5(0)

2.16 No-Arbitrage Theorem

In einem Einperioden-Modell mit risikofreier Anlage sind dquivalent:

1. Das Modell ist arbitragefrei

2. Es existiert ein risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmafi P*
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Beweis:

(i) = (ui): Wir fithren den Beweis fiir ein endliches Q. Sei also || = d, Q =
{w1,..;wq} und P({w;}) > 0 fiir alle i = 1,..,d.

Die Menge der diskontierten Gewinnmoglichkeiten G = {{(z,Y) : x € R"}, Y =
7575(1) = 5(0), v : Zinssatz der risikofreien Anlage

die beim Handel im Finanzmarkt mdéglich sind, ist ein abgeschlossener Teilraum von
Lo = R® ~ R4

Aus der Arbitragefreiheit folgt L. NG = {0}.

Betrachte weiter die konvexe, kompakte Menge der Wahrscheinkeitsmafle:

d
P={Q:Q9—>R0<Qw) <1 firallel <i<d > Qw;) =1}
i=1
Esgilt: PC L, 0

f |
W,

Y

Der Separationssatz von Minkowski liefert ein lineares Funktion ¢ und ein g € R
mit ¢(V') < g fir alle V € G und ¢(Q) > g fiir alle @ € P.

Da G ein Teilraum ist, gilt ¢(V) = 0 fiir alle V' € G.

Da P kompakt ist, kann 5 > 0 angenommen werden.

Es existiert also ein 7 € (Kerng)t mit ¢(V) = (r,V) = 0 fiir alle V € G und
0 < ¢(Q) = (m, Q) fiir alle Q € P.

Fir Q = 60,0 = 1,..,d, gilt: m; = (m,d,,) > 0. Erhalte durch Normalisieren ein

J
Wahrscheinlichkeitsmafl P* durch P*(w;) = - fiir alle 1 <4 < d mit P* ~ P und

d
0= (P* V)= V(w)P*(w;) = E*V, fiir alle V € G.
=1

Also E*(I—}FTSZ(I) —5;(0)) =0 fiir alle 1 <7 < N was E*ﬁS(l) = 5(0) impliziert.

Also ist P* risikoneutral.
,<=“ Sei P* risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmafl. Dann existiert ein B > 0 mit
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E*BS(1) — S(0).

Also E*BS(1) — S(0) =0

Annahme: Modell ist nicht arbitragefrei. Dann existiert ein € R"™ mit (z, S(0)) =0
und (x, S(1)) > 0. Also gilt:

0 < E*({z,BS(1)) — (z,5(0))) = <x,E*BS(1) - S(O)> = 0 Widerspruch

J/

~
0

2.17 Bemerkung

1. Risikoneutrale Wahrscheinlichkeitsmafle sind im allgemeinen nicht eindeutig
bestimmt.

2. Sind in einem Modell mir risikofreier Anlage Pj, Py risikoneutral mit S(0) =
EikBls<1) = E;st(l), = B =B,

Beweis fiir (ii):

Sei x ¢ risikofreie Anlage B = (z¢,S(0)) > 0 und (zs, S(1)) = 1.

Dann gilt: By = EfBy (xf, S(1)) = E} (xy, B1S(1)) = (zs, E}B1S(1)) = (z,5(0)) =
—_——

=1

(x4, E3BoS(1)) = E3By (s, 5(1)) = By

2.18 Preisfestsetzung mit risikoneutralem Wahrscheinlich-
keitsmafl

Gegeben: Sei ein Einperioden-Modell mit Diskontfaktor B > 0, P* sei ein risikoneu-
trales Wahrscheinlichkeitsmafl und C ein hedgebare Claim mit Hedge z € R". Dann

sind fiir das um den Handel mit C erweiterte Modell:
a

S(0) = (S(0)> ,S(1) = (S%)) dquivalent:

(i) Das erweiterte Modell ist arbitragefrei

(ii) a = E*BC
Beweis:
(¢) = (it)
a = (z,8(0)) = (z, E*BS(1)) = E*B (z, S(1)) = E*BC
=C
(i) a = E*BC und S(0) = E*BS(1)
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= E*BS(1) = S(0) = P* ist risikoneutral im erweiterten Modell = Arbitragefrei-
heit des erweiterten Modells nach dem No-Arbitragetheorem.

Bedeutung:

Preisfestsetzung ist eben auch ohne Berechnung des Hedge moglich durch die mitt-
lere abdiskontierte Clainauszahlung bzgl. eines risikoneutralen Wahrscheinlichkeits-
mafes.

2.19 Risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmafl im CRR-Modell

1 1 uA(0) mit Wahrscheinlichkeitsmaf p
50 = (410)) 50 = (4fn)) 400 = . -
(0) (1) dA(0) mit Wahrscheinlichkeitsmaf§ 1 — p

Qwr, wa}, A(D)({wi }) = wA(0), A(L)({wo}) = dA(0)
UA(0)

dA(0)
P* ist dquivalent zu P < 0 < P*({w}) < 1
P = P*({w}), B =

1+p

E*BS(1) = (E*lf(Tlp)> - (Aé(]))

A(0) = B9 = (uA(0)p" + dA(0)(1 - p*)) %,
PN p* _ 1JurﬁJCrld
beachte:

a) 1>p">0&d<l4+p<u

b) P* ist eindeutig bestimmt
Das CRR-Modell ist vollstandig. Der arbitragefreie Anfangspreis a eines jeden Claims
C = (C(w),C(wy)) erfilllt a = E*BC = ﬁp(C’(wl)p* + C(w2)(1 —p*))
2.20 2.No-Arbitragetheorem

Charakterisierung der Vollstandigkeit.
Gegeben: Sei ein arbitragefreies Einperioden-Modell mit risikofreier Anlage iiber
einem endlichen 2. Dann sind dquivalent:
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(i) Das Modell ist vollsténdig.

(ii) das risikoneutrale Wahrscheinlichkeitsma8 ist eindeutig bestimmt.

Beweis:
(i) = (i1): Sei Py, Py risikoneutral, d.h. P ~ P> Py, EfBS(1) = S(0) = E3BS(1)
Fiir A € o ist 14 ein Claim, der wegen der Vollstandigkeit hedgebar ist mit Hedge
x, also gilt: (z,5(0)) = EfBls = BP}(A)
E;Bl4y = BPS(A) = P = Py
(i1) = (i) Kontraposition:
o.E.dA. P(w) > 0 fir allew € Q(z,5(1)) : x € R" = span(s(1)) = 7 ist der Raum
der hedgebaren Clains.
Orthogonalzerlegung liefert Ly = 7 (+)+
A+ ={U € Ly: EUH =0 fiir alle H € 5}
Modell ist nicht vollstindig = s+ # 0
= Es existiert ein U € s+ mit U # 0
Da 1 hedgebar ist (1(w) = 1)
gilt: 0 = EU1 = EU
Sei P* ein dquivalenten Martingalmafl mit P-Dichte L.
Wegen der Endlichkeit von Q existiert ein € > 0 mit L'(w) = L(Q) + eU(w) > 0 fir
alle w € Q.
Epl! =FEL+e¢FEU =FL=1
~—

=0
Also definiert L’ die Dichte eines zu P dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafles P’ #

P* und weiter E'BS(1) = ELBS(1) + eEBUS(1)
= E*BS(1) = S(0)
Also P’ # P* und P’ risikoneutral.

02.11.2009

Bemerkung;:

(i) Das CRR-Modell ist vollstandig

(ii) Das Dimensionsargument:

Gegeben: Einperioden-Modell mit |©2| = M, N Finanzgiiter

Der Endpreis des i-ten Finanzgutes kann dann als Vektor im R aufgefait werden.
(Si(1)(wr), -, Si(1)(war)) € RM

Der von diesen Vektoren S;(1), ..,,S,(1) erzeugte Teilraum des R bildet die Menge
der hedgebaren Claims.
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St L) >

i<M,1<j<N

so ist # = {Ax : x € RN}
und dim € = rang(A)
Insbesondere gilt:

a) M > N | so ist das Modell nicht vollstandig.

b) M = N , so ist das Modell vollstandig, genau dann, wenn A invertierbar ist.
Dies ist dann der Fall, wenn die Basisfinanzgiiter linear unabhéngig sind.

c) M < N, so ist das Modell vollstindig genau dann wenn der Rang A = M.

2.21 Preisfestsetzung fiir nicht hedgebare Claims

Im folgenden betrachten wir ein endliches, arbitragefreies Einperioden-Modell mit
Diskontfaktor B > 0. Also || < oo
Problem: Wie bewertet man einen nicht hedgebaren Claim C?

Sei I1(C') die Menge alle Anfangspreise fiir C, so dafl das erweiterte Modell ( Sa ) ; ( g

arbitragefrei ist.

Aus dem No-Arbitrage-Theorem folgt:

II(C) = E*BC : P* € &, wobei & die Menge der Risikoneutralen Wahrscheinlich-
keitsmafle im Ausgangsmodell bezeichnet.

Céa e TIC) das No-Arbitrage Theorem licfert; 1 p 0, E*BS(1) = S(0), E*BC —
a

= JdP* € & mit a € E*BC

L2 Ist P* € & mit a € E*BC, so ergibt P* ist risikoneutral im erweiterten Modell,
also ist das erweiterte Modell arbitragefrei = a € II(C')

Frage: Was fiir eine Struktur hat I1(C')

Satz: Ist C' nicht hedgebar, so ist II(C') eine nicht-leere, offene und konvexe Menge.

Also ist II(C) ein nichtleeres, offenes Intervall.

Beweis: Es gilt:

I(C)=E*BC : P € P #1)

Beachte wegen der Endlichkeit von 2 sind alle Claims interpretierbar. I1(C) ist kon-
vex, da & konvex ist.

ar,az € II(C),a € Aag + (1 — Nag

a1 = EYBC,ay = E5BC, setze P*APf 4+ (1 — \) P}

Dann gilt P* € & und a = A\E}BC + (1 — \)E;BC = E*BC

= a € I1(C)
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II(C) ist offen:

Sei 2 der Raum der hedgebaren Claims.

Da C nicht hedgebar ist, ist .7 ein echter Teilraum von Ly (Menge alle ZV). Beachte
dimLy =[] < o0

Zu a € II(C) existiert ein P* € & mit a = E*BC

Betrachte die Orthogonalzerlegung Ly = 5 @ 5+ auf Ly(Q, A, P*). Dann existiert
ein z € S+ mit [|z||w < 1 und E*ZC > 0.

Setze Ly =1+2, 1 =1—=z

Dann sind Ly, Ly > 0 und E*Ly = 1+£*/_Z/: l,daleH

-0
E'ly=1-FE2=1,dales?
Also sind Py, Py definiert durch:
i = Ly, % = Ly zu P* dquivalente Mafe mit F{BH = BE{H = BE*L,H =
B(E*H - E*ZH )= BE‘H
—_—

=0, da HEHA
Also ist Py € &, genauso gilt dies fiir Py
Weiter:

ay = E*BC = E*(1 — Z)BC = a— BE*ZC < a

>0
a5 = E;BC = E}(1 + Z)BC = a+ BE*ZC > 0
Also ist [a, as] C II(C)

2.22 Upper an lower Hedging

Bei einem nicht hedgebaren Claim C ist die Menge der arbitragefreien Preise ein
nichtleeres, offenes Intervall.

Problem: Kann man das Intervall durch Handelstrategien charakterisieren?
Antwort: Konzept des upper and lower hedging.

Sei || < co. Sei .7 der Raum der hedgebaren Claims.

Fiir H € A bezeichne mit Vy(H) dessen eindeutig bestimmter arbitragefreier An-
fangspreis.

P.(C) = inf{Vo(H) : H € s,H > 0} heifit upper-hedging Preis und P_(C) =
sup{Vo(H) : H € s, H < C} heifit lower-hedging Preis.

Aus Arbitragegriinden und |2 < oo folgt: - co < P_(C) < P, (C) < 0.

Satz: Fiir einen nicht hedgebaren Claim C gilt: II(C) = (P-(C), P+(C))

Beweis:

772“ Sel P_(C> <a< P+(C>
Annahme: a ¢ II(C'). Dann existiert ein Arbitrage & = (y) € RV mit <£, S’(O)> =

T
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ya + (x,5(0)) und <i’,3(1)> = yC + (2,5(1)) > 0 beachte S(0) = (Sa )),

50 = (1)

1.Fall:

Dann sind wir long im Claim und koénnen lower Hedge mit dem Anfangskapital a
absichern. Genauer:

@Lsm»+a20um<5uan>+c>o

Wegen C' > <—§x, 5’(1)> folgt: P_(C) < a = <—§x,5(0)> < P_(C) = Wider-
spruch

2.Fall: y < 0.

Das bedeutet eine shortposition im Clain: so daf} ein upper Hedge mit a finanziert
werden kann. Genauer:

<—§x,S(O)> —a=0und <—§x,5’(1)> —C>0

wegen C' < <—ll/a;, S(1)> gilt: P, (C) = <—$x, S(O)> > P, (C) = Widerspruch
3.Fally=0

Dann wére ein Arbitrage im Ausgangsmodell. = Widerspruch

»,C“ Also Arbitragegriinden folgt sofort: II(C') C [P-, Py(C)], denn: Ist a € P(C)
mit a > P, (C), so gibt es ein H = (x,5(1)) € 5 mit P, (C) < Vy(H) < a und
H>C.

—1
Gehe short in C und long in x liefert dann ein Arbitrage, da fiir z = ( ) gilt:
x

<ﬁﬂm>:—a+%ﬁﬂ<0

<@Sm>=—c+Hzo

Ist a € II(C) mit a < P_(C), so gibt es ein H = (z,5(1)) € 2 mit H < C,a <
Vo(H) < P_(H)

T= (_2) liefert dann ein Arbitrage, da <f, 5(0)> =a—Vy(H) <0

<:z~,5‘(1)> —C—-H>0

Wegen der Offenheit von II(C) folgt schlieBlich II(C) C (P-(C), P+(C))

09.11.2009

(C-P(C), PL(C))
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2.23 Zusammenhang zum Linear Programming

In einem endlich arbitragefreien Einperioden Modell kann der upper- und lower hed-

ging price durch Lésen eines linearen Optimierungsproblems bestimmt werden.

|2] = M, N Finanzgiiter,

S(0) € RN Anfangspreis

S(1) € RN Endpreisvektor

Da © endlich ist, a8t sich S(1) auch mittels der folgenden Matrix notieren: M =
S1(1)(wy)  So(D)(wy) ... Sy(1)(w1)

St (war) S2(D)(wnr) o Sn(1)(wn)
C1 (wl) C1
Eingegebener Claim C': {2 — R entspricht dem Vektor C' = . =
c(war) CM
Ein Portfolio x € RY ist ein upper-Hedge fiir C, wenn

g: 2;5;(1)(w) = (z,S(1)(w)) > C(w) fiir alle w € Q

& M(S)z > 0

Entsprechend lower hedge, falls M (s)x < C

Zur Bestimmung des upperhedging price ist also zu 16sen.

min (z, 5(0))

unter der Nebenbedingung M(s)z > C

Dies ist ein sogenanntes lineares Optimierungsproblem oder auch lineare Programm
und kann mittels des Simplexalgorithmus gelost werden.

Geometrische Veranschaulichung fiir den Fall N = 2: die M Nebenbedingungen
sind Halbriume in R? die oberhalb von Gerade liegen {r € R? : S;(1)(w;)zy +

A

Y

Zielfunktion

Einer der Eckpunkt des durch die Geraden aufgespannten Polyeders ist die optimale
Losung
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Zur Berechnung des lower hedging price, so entsprechen die Nebenbediungen Halbraum-
en, die unterhalb von Geraden liegen und das Optimum ist wieder ein Eckpunkt des
dadurch gebildeten Polyeders.

3 Exkurs stochastische Prozesse

3.1 Definition

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum 7' C R, Zeitparametermenge, (F, €) mef3-
barer Raum.

Eine Familie (X;);er von E-wertigen Zufallsvariablen X; : Q@ — F

heifit stochastischer Prozef3

Eine Familie (F})ier von unter o-Algebra von F heifit Filtration, wenn F, C F; fur
alle s <t,s,t €T

(X¢)ier heifit adaptiert zu (F})ier, wenn X; mefibar ist bzgl. F; fiir alle t € T'.

In der Regel:

T C Ny oder T' = [0,00) oder T' = [0, 5]

E =RF, E = Z(RF)

Beispiel: Preisentwicklung von den Finanzgiitern iiber N Handelsperioden kann
durch einen R%-wertigen stochastischen Proze (S(n)),—o..n modelliert werden, der
adaptiert ist bzgl. einer Filtration (F),)n—o. .~

3.2 Das N-Perioden CRR-Modell

- Bankkonto mit Zinssatz r pro Periode,
Preisentwicklung ist deterministisch
B(0) = 1, B(n) = (1+7)"

- Aktie

Q=0,1,F(p(R),0<d<n

P((wy, ..,wy)) = PlEwi=tl(1 — p)liwi=0l
Y,: Q=R

u falls w, =1

d fallsw, =0

Ag € R sei der Anfangsaktienkurs:

A(n) = A(0) % Y1Ys .. x Y, der Kurs nach n-Perioden

w— utdiTen =
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A(0)u?
A(O)u

A(0) A(0)ud
A(0)d

A(0)d?

Das CRR-Finanzmarktmodell ist dann beschrankt durch:

S(n) = <§<(Z)>> n=1.N

(L+mr)»
= < An) ) n=1.,N
F,=0(Ag, A1,.., An) = 0(Ao, Y1, .., Ys)
Ein Call im CRR-Modell mit Laufzeit N Perioden entspricht der Claim C' = (A(N)—
K)* = h(A(N))
Zu vermuten ist, da8 der Anfangspreis sich ergibt durch E*(515)Vh(A(n)) mit P*
bestimmt durch den Parameter p* = 1:;+;d
Dieser Wert kann durch ein rekursives Verfahren numerisch ausgerechnet werden.
Bild maximaler Wert A(0)u", minimaler Wert A(0)d" nach N Perioden
A0)u < h(A0)ul)
A0)uN=td « h(A(0)dum1)
75 (R(A)u™)p* + (1 — p*)h(A(0)u""1d))
Initialisierung:
for i = N downto 0 do

on (i) = h(A0)uldN )
Riickwértsinduktion:
For n = N-1 downto 0 do

For i = n downto 0 do

Un (1) = fp(vn—&-l(i +1)p" + (1 = p) onta (i)

return (vy(0));

Der Riickgabewert vy(0) erfiillt dann v,(0) = E*l—}rrNh(A(N))

12.11.2009

3.3 Random Walk

Sei (Y, )nen eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten ZufallsgroBen. Sei Yy
unabhéngig von (Y,),en. Durch:

Sn=Yo+Yi+.+Y,=Yo+ 3 Y,neN

=1
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wird eine Random Walk mit Startvariable Y definiert. Durch A,, = Yy [[ Vi, n € Ny

=1
wird ein geometrischer Random Walk definiert.

Im CRR-Modell ist A(n) = A(0) ] Vi, (Y )nen iid!, P(Y, = u) = p = 1— P(Yy = d)
=1

3.4 Bedingter Erwartungswert

Sei (2, F, P) eine Wahrscheinlichkeitsraum.

e G Unter o-Algebra von F

e X : () — R meBbare bzgl F und es existiert EX

Dann gibt es ein
Z: Q) — R mit

(i) Z ist meBbar bzgl G

(ii) [, 2dP = [, Xdp fiir alle A € G

Z ist P fast sicher eindeutig bestimmt. Man nennt Z den bedingten Erwartungswert
von X unter G.

Schreibweise:

7 = E(X|Q) G=o(¥)

E(X]Y)

3.5 Faktorisierte bedingte Erwartung

X : (QF,P)— (R,%Z) Zufallsgrofie

Y :(QF) = (E,&) meB3bar

G=0cY)=Y1A): A&

Dann gilt:

- Eine Zufallsgrole Z : €2 — R ist G-meflbar, genau dann, wenn es einen & mefibare
Abbildung h: F — R gibt mit: Z =hoY.

Q—7—"R

o

lunabhingig identisch verteilt
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PY - fast sicher eindeutig bestimmt
Im Falle:
Z = E(X|Y) schreibt man h(y) = E(X,Y = y) und nennt h den faktorisierten

bedingten Erwartungswert.

3.6 Stochastischer Kern

Seien (2, F')(E, &) meBibare Rédume. Ein stochastischer Kern K ist eine Abbildung
K: E x F — [0, 1] mit folgenden Eigenschaften.

(i) K(y,.) ist eine Wahrscheinlichkeitsmaf fiir alle y € R

(ii) K(.,A) ist meBbar fiir alle A € F'

3.7 bedingte Verteilung

X:(Q,F)—= (E, &)

Y : (2, F) — (Es, &), mebare Abbildungen

Die bedingte Verteilung von X-gegeben Y- ist eine stochastischer Kern.
K :Ey, x & —[0,1]

derart, dafl

y — K(y, A)

eine Version der faktorisierten bedingten Erwartung von 14 o X - gegeben Y ist fiir
alle A € &,. Also:

K(y,A) = A(1a 0 X|Y = y) fiir alle PY - fiir alle y € Fj
Schreibweise(14 oYY =y) E(1xealY =y) = P(X € AlY =y)
Entsprechend: A(14 0 X|Y) = P(X = A]Y)

Durch Erweiterungsschlufl kann man zeigen:

E(f(X)Y = y) = [ F(@)K(y,dz)

fiir jedes mefibare f : Ey — R fir das F f(z) existiert.

3.8 Beispiel: diskrete Zufallsvariablen

Sei (E4, &) meBbar, Ey abzéhlbar, & = P(E,), X : (Q, F, P) — E1,Y : (Oemga, F, P) —
Ey

Definiere den stochastischen Kern

K : By x & — [0,1] druch
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K(y,A) = {P(X S P()Ig(e;gj) o ol P =y)> 0. Dann ist K eine
irgendwie falls P(Y =y) =0

bedingte Verteilung von X-gegeben Y.

Argument:

Fir A € &,B C By gilt: P(X =AY =B) = > P(X € A)Y =v)

yeB,P(Y =y)>0
>, KAyPY =y) = KAyYPY =y)= [ K(AY(w))P(dw)
YyEB,P(Y=y)>0 yeB [YeB]
Also fiir alle B C Ey

[ 1aoXdP=P(X €AY € B)= [ K(AY)dP
YeB YeB

= K(AY) = P(X € A|Y)P— fast sicher

= K(A)Y =y) = P(X € A|Y =y) fiir P¥ fiir alle Y

Weiter kann man dann den bedingtrene Erwartungswert ausrrechnen fiir P(Y =
y) >0, E(f(X)|Y =y) = ff K(y, dx)

3.9 Zufallsvariablen mit Lebesque-Dichten

Sei (X,Y) eine zweidimensionaler Zufallsvektor im R? mit Lebesque-Dichte h, d.h.

P(XEAYEB [ h(z,y)A\*(dz,dy) fir alle A, B € £
A><B

Setze f(y fh z,y)\(dz)
Dann ist f meﬁbar nach Fubini und die Lebesque-Dichte von Y,, denn fiir alle B € .

gilt.

PYeB)=P(XeRYeB)= [ g(z,y)\(dz,dy)
RxB
Definiere einen stochastischen Kern

K:Rx % —0,1]
h(mvy)d f H > 0

durch K(y, A) = fA fiy) @r lalls f(y)

irgendwie falls f(y) =

Dann ist K eine bedingte Verteilung von X - gegeben Y, denn

Fubini

ffh z, y)A(dx) \(dy)

P(X €AY € B)= [ h(z,y)A\*(dz,dy) = ffhxy dx)\(dy)
A><B
- f(f) JhapAdnNdy) = f(f) 0{ ffy§>A<dx>f< )A(dy)
= f(f) K(y, A)f(y)A(dy) ZgK(y,A)f(y)A(dy) ZgK(y, A)PY (dy) YfBK Y, A)dP

Also ist P(X = A|Y) = K(Y, A) P-fast sicher

= P(X € AlY =y) = K(y, A) fiir PY - fiir alle y, fiir alle A € &

= K ist bedingte Verteilung von X-gegeben Y.

Fiir y mit f(y) > 0 ist die Dichte der bedingten Verteilung von X -gegeben Y =y
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insbesondere gllt
E(g(X)Y = y) = [ gla)"e2\(dx)

!A(dw)

3.10 Eigenschaften der bedingten Erwartungswerte

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum , G C F unter o-Algebra
Seien X, X1, Xy Zufallsgrofien.
Dann gilt:

(i

) E(aX; + BX2(G)) = aE(X4|G) + BE(X,|G) fir alle a, f € R
(il) X; C Xy, = E(X1|G) < E(X,, Q)

(iii) Ist Z eine G-meBbare Abbildung so gilt: E(ZX|G) = ZE(X|G)
)

(iv) Aus G C Go, Gy, Gy unter o-Algebra
E(B(X|G9)|Gy) = E(X]|Gh)

(v) Sind X und G stochastisch unabhéngig, so gilt:
E(X|G) =

(vi) Sind Z;, Z, stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen mit Werten in (Ey, &1), (Fa, &)
und ist b : By X By — (R,.Z) mefibar mit existierendem Eh(Zy, Z5), so gilt
E(h(Zl, ZQ)|Z —2= Z) = Eh(Zl,Z) fir PZ - fiir alle z S E2

(vii) E(E(X|G)) = EX
Bei allen Formeln setzen wir voraus, dafl alle bedingten Erwartungswerte existieren.

16.11.2009

3.11 Bestapproximation

Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. X Zufallsgrofe mit FX? < co.

Sei G C F,0-Algebra

Ly, F,P) = {Y : Q — R,Y ist F meBbar EY? < oo} ist ein Hilbertraum mit
Skalarprodukt.

(Y, Z) = EY Z fir alle Y, Z € Ly(Q, F, P), ||Y]|» = /{Y,Y)

Ly(Q,G,P)={Z :Q— R: Z ist G meBbar und FZ? < oo} ist ein abgeschlossener
Teilraum von Ly(€2, F, P)
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Fir X := E(X|G) gilt:

X ist die Orthogonalprojektion von X auf Ly (2, G, P) und erfiillt somit
|X = XH% - fzeLz(Q,G,p) X = 2|13

Beweis: Es gilt:
X=X+ (X -X)

z.2: X — X L Z fiir alle z € Ly,(Q,G, P)

Die Eigenschaft des bedingten Erwartungswertes impliziert:
(14,X) = [, XdP =F1,X = [, XdP

_ <1A,X> fiir alle A € G.
- <1A,X—X> — 0 fiiralle A € G

Linearitat und Stetigkeitsargumente liefern (7, X) = EZX = EZX = <z,f(> fiir
alle z € Ly(Q2,G, P)
Also gilt: <Z, X — X> = 0 fiir alle Z € L4(Q, G, P) also ist X Orthogonalprojektion
von X auf Ls(Q2, G, P)
Die Bestapproximation folgt mit Pythagoras || X — Z||2 = [|X — X + X — Z||2 =
1X = X[[3+ [1X = Z|I3 > [|1X - X3

j,o_/
Also minimiert X den mittleren quadratischen Fehler.

3.12 Martingale

Sei (F})ier eine Filtration und M = (M,)er ein adaptierter rellwertiger stochasti-
scher ProzeS.
M heifit Martingal, falls gilt:

1. E|M;| < ¢ fitirallet € T

2. E(M;, Fy) = M, fur alle s <t
M heiflit Submartingal, falls gilt:

1. E|M;| < ¢ fiir allet € T

2. E(M,, Fy) > M, fiir alle s <t
M heifit Supermartingal, falls gilt:

1. E|M;| < oo fitr allet € T

2. E(M, Fy) < M; fiir alle s < 't
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3.13 Beispiel

a) Random Walk
E|X;| < o0
S =S80+ > xi, Fr, = 0(S0, .., Sn)
Dann gilt:
E(Sn+1<Fn)) = E(Sn + Xn+1’Fn) = E<Sn|Fn) + E(XnJrlan) = Sn+ EXni1
Also ist (Sy)nen ein Maringal genau dann, wenn EX; = 0 fiir alle i € N
(Sp)nen ist ein Submartingal genau dann,wenn EX; > 0
(Sn)nen ist ein Supermartingal genau dann wenn EX,, <0

b) geometrische Random Walk
A, =Ao[[, Y:, (Y)ienitd, E|Y1| < 0o, AJAy| < o0
F,=0(A1, .., A,) =0(Ag, Y )Y,
E(An+1|Fn) = E(AnFnJrl’Fn) = AnE<Yn+l|Fn) = AEY 11
A, (n € Ny) ist Martingal genau dann, wenn EY) =1
Gilt Ag > 0, Y7 > 0, P fast sicher, so ist

(An>n€W ein {

sub . >
Martingal & EY; { 1
<

super

3.14 Stopzeit

Sei (F})ier eine Filtration

7:Q — T U+o00 heifit Stopzeit, falls 7 <t € F, fiir allet € T

Stopzeiten: = Verkaufsstrategien

,Die Entscheidung® iiber t hinaus ein Finanzgut zu halten kann nur von der Infor-
mation, die bis zum Zeitpunkt t abhé&ngen.

Beispiel:

(An)nen stochastisch reellwertiger F,, = o(Ay,..,A,),n € N,7 = infn € A, > q,
a € () ist eine Stopzeit, denn 7 <n = Ay <a,A; <a,.,A, <n € F, fir alle
n € Ny

Weiter gilt:

T=+00=(V,en, 4n < @

T=infl <k < N : Ap = max Ay, .., A, ist keine Stopzeit, da zur Entscheidung, ob
fortgesetzt wird, der Prozefl in die Zukunft hinein beobachtet werden muss.
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3.15 Martingal als faires Gliickspiel

Sei (Fy,)nen eine Filtration M ein adaptierter stochastischer Prozefl mit F|M,| < oo
M, = Auszahlung, die ein Spieler erhélt, wenn er das Spiel zum Zeitpunkt n been-
det.

Stopzeiten = Strategien, die ein Spieler prinzipiell verwirklichen kann.

7 heifit beschrénkte Stopzeit, falls es ein n € N gibt, mit 7(w) < N fiir P -fast alle
qef

Beschrankte Stopzeiten sind Strategien, die in einer endlichen Zeit verwirklicht wer-
den konnen.

Satz:

M ist ein Martingal genau dann, wenn EM, = E,, fiir jede beschrénkte Stopzeit
7 gilt: d.h. durch Spielen des Gliicksspiels kann sich ein Spieler im Mittel weder
verbessern noch verschlechtern. (faires Gliickspiel)

Beweis:
,=“ Sei 7 Stopzeit mit 7 < N,EM, = EXY M W,_, = EXN M1, =
E(E(Mn|Fo)lT = n)
——
Yoo EMulimn = 3, o
= zg:() E(E(1 =, M| F,))
=N JE(M,1,—,) = EMy1,<, = EMy = EM,
da EMy = E(E(My|Fy)) = EMy
,<=“Sei k<n
z.z. E(M,|Fy) = My, d.h. fa M,dP = fA M, dP fir alle A € F,
Zu A € F}, definiere beschrinkte Stopzeit 74 durch
k 0eA
Ta(w) =
n we A°
TA = k’lA + TLlAc
T4 ist Stopzeit, denn
Q firo<li<k-1
T>1I=C A firk<l<n-1
0 firl>n
Es gilt: EMy = EM,, = EMgls + EM,14c
= FEM, — EM,14+ EM;1,4
Da EMy = EM, (beschrinkte 7 = n), gilt EM, 14 = EMyqs und damit folgt die
Behauptung.

19.11.2009
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3.16 Optional Sampling

Sei (M,)nen, Martingal bzgl. einer Filtration (F,)nen,
(i) Fiir jede beschriankte Stropzeit 7 gilt: EM, = EM,
(ii) Fiir jede Stopzeit 7 mit P(1 < 00) = 1

n—oo

E|M,| < 00, E|My|1,<, 2225 0

gilt:
EM, = EM,
Beweis:
(i) ist in (3.15) gezeigt 7 A n = min{r,n}

(ii) Approximiere 7 durch 7 A n. Wegen (i) gilt EM,p, = EM,

Also: |[EM, — EMy| = |EM, — EM,p,| = |EM, — EM,1,<, — EMy1,,,| =

n—oo

|EM’T]-’T>TL - EMn17'>n| S E|MT|]-T>n + E|Mn|1T>n —0

3.17 Beispiel

Sei (X )nen iid jot P(X, =1)=p=1— P(X, =—1)
Sp=>r_xk,n € Ny

Bei einem Anfangskapital von k Euro beschreibt:

SW =k + S, neN,

den Gewinnstand(Vermogen) nach n-Spielen.

Wir spielen solange, bis wir einen Gewinn von 1 Euro hinzugewonnen haben oder

ruiniert sind.

7 =inf{n € N : S =0 oder S =k + [} beschreibt den zufilligen Zeitpunkt, an

dem wir das Spiel beenden.

7= [nelN:Sy=—koder S, =1
(S, = =k} = {S = 0} = Ruin
(S, =1} = {S%™ = k + 1} = Gewinn

Beh.: P(1 <o00) =1, E7 < o0
A

1 ] |
b ¢ T 5 3b
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Setze b=k +1
Fir jedes n € m € N gilt:

P(T>mb)§P(Sb§b 1551)—31) b—l,.,Smb—S(ml
StyS26—SbssSmbS(m—1)p iid

P(Sy <b—1)m

—P(S,>b—1))™

— P(Sy =1b))"
—(1-P(Xp=1,.,X,=1))" = (1 — Pt)m

Fiir n > b folgt:

P(r>n) < P(tr > |n/b]b),da|n/b] <n

< (1= < (1= ), dan/b—1 < [n/b)

1

=2
Setze a =

P

5((1—pP)H/o)P
oy = (L=p")"

Dannist a >0und 0 <y <1
P(r>n) <ay" fur allen > b

Also P(t1 =00) =lim, oo 7>n =0
Er =" P(tr>n)<oo

(i) der faire Fall: p = 3
Dann ist (S, )nen ein Martingal mit E|S;| < max{k,[} < oo

n—o0

E|S, |15, < max{k,[}P(T >n) —— 0

Optional-Sampling liefert:

0=FESy=FES, =—kP(S, =—k)+1P(S, =1)

Zusammen mit:

1= P(ST = k) + P(S, =1) folgt:
P(S,=-k)= iz +l Ruinwahrscheinlichkeit
P(S:=1)= 5 +l Gewinnwahrscheinlichkeit

der unfaire Fall: p # 0

Betrachte den geometrischen Random Walk
A, =55 =T]",a mita>0

(A,)nen ist ein Martingal < Ea™' = 1
Sap+1/a(l —p) = 1

Sa*p—a+(1-p)
Sa=1odera= %
Fiir p # 5 ist 1pp 7&1

Weiter gilt: E|A,| = E|A%"| < max{a~*,a'} < 0o
E|A. 1~ <max{a* a'} P(T > n) H—OO> 0
Optional Sampling liefert:

1=FEA, =a*P(S; = —k)+d'P(s, =1)

P

<b-1)
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Zusammen sind: P(S, = —k)+ P(S, =1) =1
P(S: = —k) = =k = =oam

P(S, =1) = {5 = 2=

Im Fall p = 18/37

a~1.05

k=1=10,r(k) = P(S. = —k) ~ 0,63
k=1=20,r(k) = 0,74

k=1 =100,7(k) = 0,995

3.18 Vorhersehbare Prozesse

Sei (F,)nen, eine Filtration (X,,)nen ein stochastischer Prozess.

(Xn)new heifit previsibel (vorhersehbar), wenn X, F,,_;-mefbar ist fiir alle n € IN
Ist (X, )nen, €in Martingal und zusétzlich previsibel, so gilt Xy = X P - fast sicher
fir allen € N

Martingal previsible

Beweis: X, E(Xpi1|Fy) Xng1

3.19 Doob-Meyer-Zerlegung

Sei (Xn)nen, €in zu einer Filtration (F),)nen, adaptiert rellwertiger Prozef mit
E|X,| < oo fiir alle n € N

Dann existiert genau eine “Zerlegung der Form X,, = Y + M,, + A,,, P-fast sicher
fiir alle n € Ny

mit

(i) Y ist Fy-mefBbar
(i) (M,)nen, ist ein Martingal mit My = 0

(iii) (An)nen ist vorhersehbar und Ay = 0

Ist X,, =Y'+ M + A fir allen € N
eine weitere Zerlegung, so gilt: Y =Y’ M, = My, A,, = A}, fiir alle n € Ny, P-fast
sicher

Beweis:
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Existenz: Setze My=0,Ay =0,Y = X;, dann X; = X7 — Xo+ X
= ;Xl — E(X1|Fol+ E(X4|F,) — Xg—i—Xo

WV '
M17M0=M1 =2A1
und rekursiv fiir n € N

Xn+1 = Xn+1 - Xn + Xn
- Mn + (Xn+1 - E(Xn+1|Fn)) + (/\n + (E(Xn+1|Fn) - an"f'y

~
Mp11 An+t1

Dann gilt:

X, = M, + A\, + X, P-fast sicher

(M) nen ist ein Martingal, da E(M,41|Fy,) = M+ E(Xpi1|Fn) — E(Xpi | Fn) = M,
fiir alle n € Ny

(Ay)nen ist vorhersehbar

A1 =N+ E(Xpq|Fn) — X, ist F,-meBbar

Eindeutigkeit: Y +M+A=Y"+M + /A

Wegen My = 0= M|, Ao =0 = Aj gilt Yy = Y P-fast sicher
M-M=N-A+Y'-Y

Also ist M — M ein previsibles Martingal = M, — M) = M, — M/, P-fast sicher fiir
allen € N

Also auch A, — A!, = M,, — M), fiir allen € N

23.11.2009

Ist X ein Submartingal, so gibt es genau eine Zerlegung der Form X = Xo+ M + A
mit

(1) (Mp)nen, ist ein Martingal mit My =0
(i) (An)new, mit Ag =0

Ist X ein Supermartingal so gibt es genau eine Zerlegung X = Xqg+ M — B
(i) (Mp)nen, Martingal mit My =0

(ii) (Bn)nen, ist wachsend,vorhersehbar mit By =0

Beweis: Im Submartingalfall ist der Doob-Mehr-Zerlegung
AnJrl = AnJrl - An + E(XnJrl‘Fn) - X,
Im Supermartingalfall analog mit B, = —A,,
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3.20 Beispiele

1.Random Walk
Sn = S(] + Z?:l Xi, E‘X,L’ <00, U= EX,
Dann gilt:
Sp =50+ S, — 5 =S+ S, —Sog —nu+ nu

—_———

M, An

A, ist deterministisch
A, ist wachsend < p > 0 < S ist Submartingal A, ist fallend < 4 < 0 < S ist
Supmartingal

Sei g = 0. Dann ist (S, )nen ein Martingal. Sei EX? < oo
Dann ist (S2),en, €in Submartingal
Doob-Meyer-Zerlegung
52 =524 82— 52— nEX?+nEX?
=S+ M, + A,
mit M, = S% — S2 —nEX? A, = nEX?
(M,) ist ein Martingal, dann E(S2|F,) = E(S2 + 25, Xp41 + X2 4 |Fn) = S2 +
25, E<Xn+1|Fn) +E(X721+1‘Fn)
h,_/

= 524—EX2Jrl =52+ EX?.

Also E(M,1|F,) = S?+ EX? — S — (n+ 1)EX? = S2 — S —nEX? = M,

2. geometrische Random Walk

A=Al Y, E|Y1| < oo,u=EY;

Doob-Meyer Zerlegung hat die Form

A, = Ao+ M, + AymitMy, 1 = M, + (Apt1 — E(Ani1|Fr))

A=A+ (E(AnJrlan) - An)

Wegen E(A,1|F,) = E(Yp1A4u|Fy) = AnE(Ya|Fy) = ApEY, 11 = A EY) = Ay
folgt:

M1 = My+App1—App = M, 1+An_An—1,u+An+l_An/L == Zn+l Ai — Aie 1K
sowie: Ay = ZnH (nAi—y — Aiy)

Also folgt insbesondere:

(A,) Martingal & A, =0 firallene N < pu=1

Ist A, > 0 p-fast sicher fiir alle n € N

(Apn)nen ist Submartingal < (A,) wachsend

& A, — A, >0 firallene N

Sp>1

Entsprechend fiir das Supermartingal:

(An)nen ist Supermartingal < (A,,) fallend < pA, — A, <0 fiir allen € N
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Supu<l

3.21 Pra 17— o-Algebra

Sei (F})ier eine Filtration und 7 eine Stopzeit

Durch F, : {A € F: ANt < tF fir alle t € T}

wird die sogenannte Pra-7- Sigmaalgebra definiert und gibt die Information wieder,
die bis zum zufilligen Zeitpunkt 7 iiberfrachtbar ist.

Es gilt:

(i) F. = f;, falls 7 =t
(ii) F. C F,, firt <o

(iii) Eine Zufallsvariable X : Q — (E; &) ist F-mefibar genau dann, wenn fiir jedes
teT
Xy =Xl +elsy
Fi-meflbar ist fiir alle t € T
Hier bei ist e € E willkiirlich gew&ahlt

(iv) T = Ny, (X,)nen, ein adaptierter Prozef3
Dann ist X, (w) = X () (w)lrcoo(w) = ZneNo Xn(w)l—p(w)
XT - ZnENo an'r:n
F.-meBbar

3.22 Satz

Sei (M, )nen, ein Martingal und seine o, 7 beschriankte Stopzeiten mit ¢ < 7 < n
fiir ein n € Ny
Dann gilt:

(i) M, = E(My|F;) P-fast sicher

(i) M, = E(M,|F,) P-fast sicher

Beweis:

Z.7.: fA M,.dP = fA M, dP fir alle A € F;
N

[ M.dP =" fA M.1,_,dP

A k=0
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N

= [ MgdP
FB=0ANT =k
—_—

€Fy,

N
— S [ MydP = [ M,dP
k=0 AnT=k A
Zu (ii)
(i)
E(M|Fy) L E(E(M,|F,)|Fy)
da FTDFO— E(Mn|Fa.) (/L) Ma—

3.23 Satz

Sei (X )nen, €in zu (F,)nen, adaptierter ProzeB mit F|X,,| < oo fiir alle n € Nj.
Seien 0,7 beschrinkte Stopzeiten mit ¢ < 7. Dann gilt

(i) Ist (X,,) ein Supermartingal,so ist E(X,|F,) < X,

(i) Ist (X, )nen, €in Submartingal, so ist F(X,|F,) > X,

Beweis: klar mit Doob-Meyer-Zerlegung
Xn=Xo+ M, + A,
E(X,|F,) = Xo+ E(M,|F,)+ E(A|F,) = Xo+ M, + A, + E( A — A, |F,)

>0 im Submartingalfall,
<0 im Supermartingalfall

3.24 Jensensche Ungleichung fiir bedingte Erwartungswerte

Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in (a,b) mit —oco < a < b < 400 und
¢ : (a,b) — R konvexe mit E|X| < oo, E|¢p(X)| < oco. G sei Unter-o-Algebra:
Dann gilt:

B(6(X)|G) > $(B(X|G))

Beweis: wegen der Konvexitit von ¢ existiert ein g-meflbares M, so dal ¢(X) >
M(X — B(X|G)) + 6(E(X|G))
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M(C)(x-C) + $(C)

Y

|
C = E(X|G)

Also:
E(¢(X)|G) > ¢(E(X|G)), da M-G-mefibar und E(X — E(X|G)|G) =0

3.25 Folgerung

Sei (My)ier ein stochastischer Prozef mit Werten in (a,b) mit —co < a < b < 0o

¢ : (a,b) — R konvex mit E|p(M,;)| < oo fir allet € T

Dann ist (¢(My))ier ein Submartingal, falls M ein Martingal ist, oder M ein Sub-
martingal und ¢ monoton wachsend ist.

Beweis: Sei M Martingal E(¢(M,)|Fs) > ¢(E(M|Fy)) > ¢(M)

Insbesondere:

(i) Ist M ein Martingal = (|M;|; € T')) Submartingal

(ii) Ist N ein positives Submartingal mit EN/ < oo, so ist (N])ier ein Submar-
tingal fiir alle p > 1
Ist M ein Martingal mit E|M;|" < oo fiir alle t € T
so ist (|M;|F)i>o ein Submartingal

26.11.2009

3.26 Markov-Prozef

Ein zu einer Filtration (F})ier adaptiv, ProzeB (X;)ier mit Werten in (£, &) heifit
Markov-Prozef3, falls:

P(Eys € AlF}) = P(Xy4s € A|X;) P-fast sicher

firalle s,t e T, A€ &
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t t+5

Bezeichnet K,,;; die bedingte Verteilung von z;;s - gegeben X;, so nennt man
(Ktt4s)tser die Familie der Ubergangskerne von X.

Es gilt:

w— K prs(Xi(w), A) ist eine Version von P (X, € A|F}) fiir alle A € &.

Durch Erweiterungsschluﬁ erhélt man:

E(f(xspe)|Fy)(w ff VK o1t (X (w), dy) fiir jedes f : E — R mefibar mit exi-

stierendem F (Xsﬂ)
X heifit zeitlich homogen, falls K,y = Ko, fiir alle s,t € T
Beispiel:

1. Random-Walk
Sy = S0+ Y, Xi, So unabhéngig von (X, )nen, X, iid, Xy ~ F

i=1
Das ist ein zeitlich homogener Markovprozefl mit Ubergangskern.

Kn(, A) = Ko(w, A)— P(Sy € AlSy = 7) = P(> Xi € A—i) = F*™(A—1z)
1=1

ngl Fn = O’(So, Sl, ooy Sn)
denn P(Sn+k € Aan)(w> = P(Sn+k_Sk+Sk S A|Fk)(w) = P(Sn+k—5k+sk €

AlSo, .., Sk)(w) §
= P(Sn+k — S, + Sk(w) € A) = P(Sn+k - S, € A— Sk(w)) = P(;Xl S
A — Si(w)) )

= .. = gleiche Schritte Riickwérts nur mit Sy anstelle von Sy, .., Sg

= P(Sn+k — S+ Sk € A|Sk)(w)

= P(Spir € AlSk)(w)

Also ist (Sp)nen, €in Markov-Prozefl mit P(S,4r € A|Sk = z) = K, (z, A)

P(zn:XZ € A—ﬁ)
=1

TV
F*N(A—g)

2. Gemetischer Random-Walk
A, = Ap [] ViAo unabhingig von (Y;);en
i=1
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Y, > 0(Y;)ien
F,=0(A,, Ay, ., Ay) =0(A,, Y1, ., Y,)
(Ay)nen ist ein zeitlich homogener Markov-Prozefl mit
P(A n+1| € B|A, = z) = P(A, % € B|A,x)
= P(x "“ € B) = P(Y,41 € B/x)
furalleBEi”(O ), z>0,neN
Genauer erhilt man K, (z, B) = P(A, € B|Ay = z) = P(Ao, ﬁ—g € BlAy =

v)=P(gr €)= (HYG 2)

Beweis ist analog zum Random Walk.

Hinweis zur Ubungsaufgabe

Bewertung eines Derivates mit Hilfe einer Monte-Carlo Simulation.

allgemein:

X Zufallsvariable mit Werten in E

h:E— R

zu bestimmen: Eh(z) = [ h(z)PX(dx)

Numerische Verfahren sind nlcht immer anwendbar, insbesondere bei nicht glatten

Funktionen h.

Ausweg: MC-Simulation, Mitiviert durch das starke Gesetz der grofien Zahlen.

Vorgehen: - Simuliere n Realisationen:

r1 = X1(w), .., x, = Xp(w), wobei X7, ., X, iid mit X; ~ X

approximiere Eh(X) durch = i h(z;) = %i h(X;(w)) == Fh(X,)P fast sicher
i=1 i=1

Anwendung hier:

das Derivate liefert eine zufillige Auszahlung C),, am FEnde der n-ten Periode fiir
n=1,.,N

Bewertung durch:

B S 5700 = B0(Clnen)

h(ci,..,cn) = El ﬁpnCn

4 Das Mehrperiodenmodell

e Einperiodenmodell ist nicht praxisrelevant
e Handel ist zu einfach

e Menge der hedgebaren Claims ist zu klein
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Verbesserung:
Ausdehnung auf mehrere Perioden

4.1 Diskretes Mehrperioden Finanzmarktmodell

e N Handelszeitpunkte 0,1,.., N —1 = N Perioden
e Informationsverlauf (£),),—o, .~

e d Finanzgiiter mit zu (F},) adaptierten Preisprozel S = (S(n))n—o,. n
S(n) : Q — R? gibt des Preis der Finanzgiiter nach n-Perioden

e Das erste Finanzgut ist eine risikofreie Anlage (Geldmarktkonto)

n

Si(n) =[] 1+ p(i)) firn=0,..,N

i=1
wobei (p(7));=1,..n ein vorhersehbarer Prozef ist mit p(i) > —1 fiir alle 1 <i < N
p(n) kann als Zinsrate aufgefasst werden, mit dem ein Kapital auf einem Geldmarkt-
konto in der n-ten Periode verzinst wird

1 Euro angelegt im Geldmarktkonto hat einen Wert von

B(n) =] (1 + p(i)) = Si(n) Euro nach n Perioden.

=1

B(n) = +~,n=0,.,N

B(n)?
heilt Diskontierungsprozefl und ist vorhersehbar.
0 1 n-1 M
I A
| | | | |
H(1) H(2) H(n}
F-mefkbar F -mefbar

e cine Handelsstrategie (H(n)),—1.. n ist ein vorhersehbarer Proze mit Werten
in R?
H(n):Q — R4
H;(n) bezeichnet die Anzahl an Einheiten des j-ten Finanzgutes, die in der
n-ten Periode , d.h. n — 1 bis n, gehalten werden.

e Entnahmeprozef3

zu einer Handelstrategie H = (H,,),
definiere den Entnahmeprozef 6(H) = (§,,(H)),
durch 0,(H) = (H(n),S(n)) — (H(n+1),S5(n)).

I
=z
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Positive Entnahmen konnen interpretiert werden als Ausschiittungen, die ein
Investor durch Ausiiben von H konsumieren kann. Negative Entnahmen sind
als Kaptialzufliisse von auflen zu interpretieren , die ein Investor vornehmen
muss, um eine Handelstrategie H beibehalten zu koénnen.

30.11.2009
H(1) H2) Hin+1)
[ F '
x,l (H) | v (ILJ |

(S())n=0,.5, (H(n))n=1, N

e Wertprozefl
Zu einer Handelstrategie H ist der Wertproze V(H) = (V,,(H))n—o,. n defi-
niert durch

H(1),5(0 =0
oy {E0SO)
(H(n),S(n)) n=1
Vo(H) = (H(1),5(0)) ist das zur Bildung der Handelsstrategie nétige An-
fangskapital.

Vo(H) = (H(n),S(n)) ist der Wert der Handelsstrategie nach n-Perioden vor
der Umschichtung des Portfolios n =1, .., V.

4.2 Selbstfinanzierung

Eine Handelsstrategie heifit selbstfinanzierend wenn 6,,(H) = 0 fiir allen =1, .., N —
1

Nach Bildung des Anfangsportfolios wird zur Umschichtung zu den Handelszeit-
punkten n = 1,...N-1 kein Kapital hinzugefiigt bzw entnommen.

0n(H) =0 < (H(n),S(n)) = (H(n+1),5(n))

Folgende Aussagen sind #dquivalent: (AS(k) = S(k) — S(k — 1))

(i) H ist selbstfinanzierend

(i) V.(H) =Vo(H) + >, (H(k), AS(k)) fir allen=1,..,N
= —_—
k=t Periodengewinn in der k-ten Periode
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n

(i) V(H) = Vo(H) + 3 (H(k), AS*(k)) fiir alle n = 1,.., N

Hierbei bezeichnet:

V*(H)=B(n)V,(H),n=0,..,.N

den abdiskontierten Wertprozel und

S*(n) = B(n)S(n),n=20,.,N

den abdiskontierten Preisprozef3.

Weiter bezeichnet fiir einen stochastischen Prozel (X (n)),en, : AX(n) = X(n) —

X(n—1),n=1,2,.. den Proze der Zuwéchse in X.

Beweis:

(i) & AVi(H) = (H(k),AS(k)) fur alle k =2,.,N

< (H(k),S(k)) — (H(k—1),S(k—1)) = (H(k),S(k)—S(k—1)) fur alle k =

2,..,N

< (H(k),S(k—1))y=(H(k—1),S(k—1)) fur alle k =2,..,. N

< (H(l+1),S(1) = (H(),S(l)), fur allel =1,..,N — 1

< H ist selbstfinanzierend

(iii) ist erfiillt

< AV (H) = (H(k), AS*(k)) fir alle k =2,..,N

< B(k) (H(k), S(k))=B(k=1) (H(k = 1),5(k — 1)) =

< B(k—1)(H(k),S(k—1)y=B(k—1)(H(k—1),S(k—1)) fir alle k =2,.., N
S (H(l+1),50)=(H(),SI)l=1,.,N—1

< H ist selbstfinanzierend

),
)=

Man beachte, dafl in (iii) die Wertentwicklung (V,*(H))n—o...n nicht von den An-
teilen (H;(n))p=1,. n in der risikofreien Anlage abhéngt, da V*(H) = Vo(H) +
Y (H(k),AS*(k)) und AS* (k) =0,k=1,.,N

k=1
Die Funktion von (Hy(n)),=1,. n besteht darin, die Handelsstrategie selbstfinanzie-

rend zu machen.

4.3 Bemerkung

Fiir jeden vorhersehbaren Prozefl (Ha, .., H;) und jedes Anfangskapital V € R exi-
stiert ein eindeutiger vorhersehbarer ProzeB Hy, derart, da§ (H (1), S(n)) =V, und
H = (Hy, .., Hy) selbstfinanzierend ist und fiir den abdiskontierten Wertproze$ gilt:

Va(H) = Vo + 2. (H(k), AS™(k))

Beweis: .
Aus Vo = (H(1),5(0)) = Hi(1) + > H;(1)S;(0)
=2
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Setze Hy(1) =V — i H;(1)S;(0)
Dann gilt: Vo = (H(1), S(0))
Aus Vp = k; (H(k), AS*(k)) =V, (H) = i:Z;Hi(n)SE‘(n) + Hi(n), da S7(n) =1

erhalt man:
d d

Vo + :2_:1 (H(k), AS*(k)) + z2232H’Z('/?J)Sl*(n) — Z.:Zzlﬁfi(n)S;‘(n —1)

= 35 HL(0)S(n) + ()

Setze also: - o

Hi(n) = Vo + kgl (H(k), AS*(k)) — ; H;(n)Si(n —1). Damit ist (H1(n))nen ein

vorhersehbarer ProzeB und V*(H) erfillt V*(H) = Vo + i (H(k),AS*(k)) =
k=1

Vo(H) + 30 (H(k), AS*(R), n =1, N

4.4 Arbitrage

0 1 n-1 n MN-1 0
| |
| |

X : Q — R%ist ein Einperioden-Arbitrage in der n-ten Periode, falls gilt:
(i) X ist %, ;-meBbar
(ii) (X,S(n—1)) <0, (X,S(n)) =0, P(X;AS(n)) >0

Eine Handelsstrategie H heifit Handelsarbitrage, falls Vo(H) < 0 und 6,,(H) > 0 fir
allen =1,..,N —1 und Vy(H) > 0 und eine der Ungleichungen ist strikt auf Menge
von positiver Wahrscheinlichkeit.

4.5 Satz
4.5.1 1.Fassung

Folgende Aussagen sind dquivalent:

Raphael Bruns gelesen von ,,PD Dr. Volkert Paulsen* 53

brunsra@wwu.de Stand: 6. Februar 2010


mailto:brunsra@uni-muenster.de?Subject=Vorlesung
mailto:brunsra@wwu.de?Subject=Vorlesung

,» Vorlesung Finanzmathe WS2009/2010¢

(i) Es existiert ein einperioden Arbitrage

(ii) Es existiert ein Handelsarbitrage

(1) = (i1) Sei X ein Einperioden Arbitrage in der n-ten Periode, d.h. X ist %, ;-
meBbar (X, S(n —1)) <0,(X,S5(n)) >0, (z,AS(n)) >0

Definiere eine Handelsstrategie

H = Halten von X in der n-ten Periode durch H(k) =0,k =1,...,n—1

H(n)=X

Hk)=0k=n+1,.,N

n=1: Vo(H) = (H(1),5(0)) = (X, 5(0)) <0

61(H) = (H(1),5(1)) — (H(2),5(1)) = (X,S(1)) > 0 und eine der Ungleichungen
ist strikt.

Su(H) =0 fir k=2,.,N — 1, Vy(H) =0

Also H ein Handelsstrategie, n =2,.... N — 1

Vo(H) = (H(1),5(0)) = 0,01(H) =0, .., 6,—2(H) = 0
n1(H)=(H(n—1),S(n—1)) — (H(n),S(n—1)) = —(X,S(n—1)) >0

0n(H) = (H(n),S(n)) — (H(n+1),5(n)) = (X,5(n)) —0=0

eine der Ungleichungen ist strikt mit positiver Wahrscheinlichkeit.

Also ist H ein Handelsarbitrage n = N analog.

03.12.2009

4.5.2 2.Fassung

(i) Es existiert ein Einperioden-Arbitrage

(ii) Es existiert ein Handelsarbitrage

Beweis:

1. (i) = (ii) Klar

2. (#1) = (i) Induktion tiber die Anzahl der Perioden
Bis N = 1 stimmen beide Begriffe iiberein.
N—=N+1
Sei (H(n))n=1,. n+1 ein Handelsarbitrage
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1.Fall:

2.Fall:

3.Fall:

(H(N),S(N)) >0

Dann ist (K(n)),— = (H(n))n=1, ~ ein Handelsarbitrage fiir (S(n))n=0.

dann Vo(H) = Vo( )<0 n(H)=06,(K)>0firn=1,.,N—1
Vn(H) = (H(N),S(N)) >0
Also existiert geméafl Induktionsvoraussetzung ein Einperioden-Arbitrage

P((H(N),S(N)) <0)>0

Setze A = {(H(N),S(N)) <0} € Fn

Konstruiere einen Einperioden-Arbitrage fiir die (N +1)-te Periode durch
X=H(N+1)1y4

Damit ist X Fy-mefbar mit

(X,S(N))y=(H(N+1),S(N))14

IN(H) >0 =< (H(N),S(N))1,<0

und (X, S(N+1)) = (HIN+1),S(N+1)) = Vpu(H) > 0, weil H
Handelsarbitrage

(H(N),S(N)) =0 P-fast sicher
Dann folgt:

(H(N +1),5(N)) < (H(N),5(N)) =
(H(N +1),S(N +1)) = Voya(H) 2 0
Falls (H(N +1),S(N+1))=0

ist (H(n))nen ein Handelsarbitrage und damit existiert nach Induktions-

0 und

voraussetzung ein Einperioden-Arbitrage.
Falls (H(N +1),S(N +1)) > 0, so ist H(N + 1) = X ein Einperioden-
arbitrage in der (/N + 1)-ten Periode.

4.6 Das Core Ross Rubinstein Modell

2 Finanzgiiter

- risikofreie Anlage mit PreisprozeB (1 + p)*,n =0,.., N, B(n) = ——

1+p

p > 0 deterministischer Zinssatz

- risikobehaftetes Finanzgut
mit Preisprozefi A(n) = A(0) H Y (Y)iz1, v iid, P(Y;=n)=p=1—-P(Y; =d)

0<d<u,

A(0) <0

F, = 0<}/1> ) Yn) = O—(Ala ) An)
(Ap)n—o... .~ ein geometrischer Random Walk iiber N-Perioden

Modell ist

arbitragefrei & d <1+ p <u
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4.7 Claim und Hedge

Ein Claim C ist ein Kontrakt der seinem Inhaber am Ende der n-ten Periode die
zufillige Auszahlung C'(n) zusichert fir n =1, .., N.

Ist C'(n) > 0, so erhélt der Inhaber den Betrag C'(n) am Ende der n-ten Periode
vom Verkaufer.

Ist C'(n) <0, so muss der Inhaber den Betrag |C'(n)| an den Verkéufer zahlen.

Ein Claim C entspricht also einem reellwertigen adaptierten stochastischen Prozef3
(CM))umt,.x

C heifit hedgebar, wenn es eine Handelsstrategie H gibt mit 0,,(H) = C(n) fiir alle
n=1,.,N—1und Vy(H) = C(N).

Sicht des Verkéufers des Claims:

Durch den Hedge kann der Verkaufer die Verpflichtung aus dem Claim erfiillen. Als
Anfangspreis fiir den Claim wird der Verkiufer mindestens (H(1),5(0)), das An-
fangskapital des Hedge, verlangen.

Sicht des Kéufers:

Durch den Hedge erhélt der Kaufer den gleiche Auszahlungsprozef, wie durch den
Claim. Deshalb wird er keinen Anfangspreis fiir den Claim oberhalb von (H (1), S(0))
akzeptieren.

Also ist (H(1),S(0)) der Anfangswert des Hedges der eindeutig bestimmte arbitra-
gefreie Anfangspreis fiir den Claim.

Bewertung des Claims nach n Perioden nach Auszahlung von C(n).

Hier kann eine analoge Argumentation durchgefiihrt werden.

(H(n+1),5(n)) gibt dann den Wert des Hedges an, die die Verpflichtung C(n +
1),...,C(N) absichert.

Also wird der Claim zur Zeitpunkt n durch (H(n + 1), S(n)) bewertet.
ci1y C2) CIN]
R |
1 2 N

dies entspricht N Kontrakten mit Auszahlung C™ = (0, ..,0,C(n),0, ...,0)

4.8 Satz

Gegeben sei ein arbitragefreies N-Perioden Modell. Sei C ein Claim der Form C' =
(0,.,0,C(n),0,..,0) mit 1 <n < N also C'(k) = 0 fiir k£ # n. Sei H ein Hedge fiir C.

Dann sind fiir das um den Handel mit C erweiterte Modell S(k) = ( ];9 ((]2))
k
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) 1 1N
] m N
] ] |
Hi 1) H{Z2) Hin}  Cin}
Vo(H) = (H(1), 5(0)
on(H) = (H(k),S(k)) —(H(k+1),S(k+1))=0
on(H) = (H(n),S(n)) — (H(n+1),S(n)) = C(n)

Sx_1(H) = 0= (H(N — 1), S(N — 1)) — (H(N), S(N — 1))

on(H) =0 (=)<H(N),S(N)>
S(n

3= ()

dquivalent:

(i) das erweiterte Modell ist arbitragefrei

(ii) Pu(C) = Vi(H) = (H(K),S(k)) fir 0 < k <n—1

Man beachte, dafl in dem erweiterten Modell nur iiber n-Perioden gehandelt wird.
Beweis: (i7) = (i) per Kontraposition
Also existiert ein Einperioden Arbitrage in einer Periode kg mit 1 < ky < n. Also gibt

es ein Fj,,_i-meBbares X = () mit <X, S(ky — 1)> =(X,S(ko —1))+Y Py,-1(C) <

C und <f(, S(k0)> — (X, S(ko)) + Y P (C) > 0

und eine Ungleichung ist strikt auf einer Menge mit positiver Wahrscheinlichkeit.
Annahme: Py (C) = Vi(H) = (H(k), S(k)) fir alle k =0,..,n—1

Dann gilt:

<X, S(ko — 1)> = (X, S(ko — 1))+Y (H(ko — 1), S (ko — 1))
Y (H(ko), S(ko)) = (X + Y H(ko), S(ko — 1)) < 0

Selbstfinanzierung

(X, S(ko — 1))+

und weiter:
(X, 8(ko) ) = (X + Y H(ko), S(ko)) > 0
Also ist:
X + Y H(ko) ein Einperioden-Arbitrage im Ausgangsmodell.
Widerspruch.
07.12.2009
C=(0,.,0,C(n),0,..,0)
H Hedge fiir C: erweiterte Modell:
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Aquivalenz:

(i) das erweiterte Modell ist arbitragefrei

(ii) Px(C)=Vi(H) = (H(k),S(k)), fur alle k =0,.,n—1

(i) = (i1) per Kontraposition
Es gilt somit in kg < n mit Py, (C) + Vi, (H).
Wihle das maximale kg aus

v

K, K+
PalC)+ an(H;I
Konstruiere folgendes Einperioden-Arbitrage durch:
—H(ko+1) —H(ko+1)
Setze: X = ( ] L (©)<vig (m) + 1 Lp,(0)>Viy (B)-

Dann ist X %, -meBbar und <X, S(k0)> = (Puo(C)= {H (ko + 1), S(ko)) ) Lp,, €)<vi (1) +

=(H (ko),S(ko))=Vi, (H)

((H (ko 4 1), 5(ko)) — Py (C)) Ly ()5 Vg (1) < 0
und (X, S(ko + 1)) = (Pro1(C)—(H (ko + 1), S(ko + 1)) Lp, () <viyy (i1 +((H (Ko + 1), S (ko + 1)) —

ko maximal
Pk0+1(0))ﬂpk0(c)>VkO(H) = Vk0+1(H) —— Pk0+1(c> =0
Also ist X ein Einperioden-Arbitrage.

4.8.1 Einschub: Bewertung von Barriereoptionen

Gegeben sei ein N-Perioden Modell mit einem Preisproze A(n), n = 0,...N fiir ein
risikobehaftetes Finanzgut. Eine Barriereoption wird bestimmt durch

e Barrieren 1,r sowie

e ciner Auszahlungsfunktion h.

Der Inhaber erhélt als Auszahlung am Ende der Laufzeit:

C= h’(AN)llgmin,iV Ap,maxl Ap<r
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Setzt man die Stopzeit 7 durch 7 = inf{n € Ny : A, < k oder A, > r} so ist
X = h<AN)1T>n

r

Ay -\f\_r‘-‘J/N l \f\ )\
o K[ {

<N

Bziigl. eines dquivalenten Martingalmafles p* und einem deterministischen Diskon-
tierungsprozeﬁ B(n) = ﬁpn,n =0,.,N

E* (= - Ve |A(0) = z) berechnet werden.
Wir setzen voraus, da8 (A(n))nen eine zeitlich homogene Markov-Kette ist beziigl.
(Fn)nen, - Aus der einfach Markov-Eigenschaft, (Siche Definition Markovproze$3), kann
man folgern, daf§ die Zukunft des Prozefles von der Vergangenheit nur iiber die Ge-
genwart abhéngt. Dies bedeutet p*((A(n+k))ken, € B|Fy) Hotkovelgenschalt P*((A(n+
k))ken, € BlA(n)) = P*(A(k)ren, € B|A(0) =) - A(n), B € £No
P((A(n + E))ren, € BlA(n) = x) = P*((A(k))ren, € BJA(0) = x)
oder dquivalent ausgedriickt:
E*(f((Anti)rewo) | Fn) = E*(f(Antr)remo)|An) = E7(f ((Ar)ken,)[Ao = -) - Ap, fiir
jede Funktion f: ™ — R mit existierendem E* f((Anix)reny)-
Dies wird jetzt benutzt zur Berechnung von E*(C!F ) = E*(h(AN)T>N|fn) dann
E*(h(An)Lesn|Fn) = E*(k(An)Lesnlesn|Fo) = E*(MAN) Lrsn oy agy<il )
= [T >nec Fn]1T>nE*(h(AN) maXg=n+1 Ak<T ming—r, 11 Ak >l’A )
= Lon B*(h(An_,) maxp " Ay < r,min) " Ay, > 1|Ag = -) - A(n)
Lo E*(R( Ay ) Lo y—a| Ao = ) - A(n)

1A

E*(C|#,) =0aufr <n

Setzte man also

W(N,z) = E*(C|A(0) = x). so erhdlt man E*(C|F,) = [M.E.]l;~,w(N —n, A(n))
fiir alle n € N

und damit fiir den Preis:

v(N,z) = E*((1;)YCIA(0) = 2) = 1
Die Gleichung : v(N,z) = E*E*(—
E*(H-p Lr=pv(N —n, A(n).

Wendet man das an fiir n = 1, erhélt man folgende Rekursionsgleichung im CRR-
Modell

w(N, z).
YCIF) = BN L aw(N = n,An) =

1+p

1+p
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v(N,z) = #p x (V(N —1,zu)p+v(N —1,zd)(1 —p)) fir alle | <z < r,v(N,z) =0
firx <lund z > r.

Digitale Barriereoption

Hier erhélt man eine Auszahlung von 1 am Ende, wenn die Barriere innerhalb der

Laufzeit verlassen wird.

r

N|-1 N|} 0
dh. C=1l<y= ]lmax{jzo Ag>r oder minj_ A<l
P*(t < NJ|A(0) =z)=1furz ¢ [l,r],da 7 =0.
Firl <z <r gilt:
P*(r < NJA(0) = 2) = P*(r > 1,7 < N|A(0) = ) = P*(7 > 1,max}_, A, > k oder min}_; A;, < |
x)
= [r > 1ist # meBbar|E*1,5; P*(max}_; Ay > r oder miny_, Ay < I|F})
ME B*151 P*(max_, Ay > roder mind_, Ay, < [|A(0) =) = A(1)
fiir den Preis:
(N, z) = B* (=" C1A(0) = )
= ﬁpNP* (1 < N|A(0) = z) erhélt man also folgende Rekursionsgleichung. v(NV, z) =
BT e(N 1, A()

= ﬁp(v(N— Luz)p* 4+ (1 —p*)v(N —1,dx)), fir | <z <rund v(N,z) = ﬁ fiir

z<loderx>r
r

10.12.2009

4.9 Aquivalentes Martingalmafl

Bislang: Bewertung durch den Wertprozel des Hedge

Problem: Bestimmung des Hedge

Definition: Ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl P* heif3t dquivalentes Mar-
tingalmaf3 oder auch risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmaf}, wenn der abdiskontier-

te Preisproze$} eines jeden Finanzgutes ein Martingal bzgl. P* ist. D.h. (B(n)Sk(n))n=o,..n
ist ein Martingal bzgl. P* fiir alle 1 < k <d
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4.10 Martingaleigenschaft von selbstfinanzierenden Handel-
strategien diskreter stochastischer Analysis

Jeder diskrete R%-wertige adaptierte ProzeB (X, )nen, kann als Semimartingal auf-
gefasst werden.
Ist H ein previsibler R%-wertiger Prozefl , so ist das stochastische Integral von H

bzgl. X definiert durch (H - X)(n) = > (H(h),AX(h)) fur alle n € Ny, d.h.

(H-X)(0)=0. -

(H(k),AX(k)) = Gewinn in der k-ten Periode

Ist X ein Martingal, H previsibel mit E| (H(k), AX(k))| < oo fiir alle £ € N, so ist

H-X ein Martingal, denn E((H-X)(n)|F—1) = E((H-X)(n—1)+(H(n), AX(n)) |Fn_1) =
d

(JLI'X)(n—l)ﬂLE(i:Z1 Hy(n)AX;(n)|Fn1) = (H~X)(7”L—1)+i:i1 E(Hi(n)AXi(n)] Fa1)

H;(n) ist Fp—1-meBbar

(H - X)(n—1) + iﬂi(n)ﬁ(&(n) — Xi(n —1)[Fna) = (H -

i

~~

B(X(0)|#0-1)~X (n—1)=0
X)(n—1)

was die Martingaleigenschaft impliziert.

Insbesondere ist fiir eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H mit

E*| (H(k), AS*(k)) | < oo fiir alle k = 1,..,.N

der abdiskontierte Wertprozef ein P*-Martingal denn V,*(H) = Vo(H)+Y_,_, (H(k), AS*(k))
= Vo(H) + (H - 57)(n)

Dies kann zur Bewertung von hedgebaren Claims genutzt werden.

4.11 Bewertung mittels P*

In einem arbitragefreien Finanzmarktmodell {iber N Perioden sei
C=(0,.,0,C(n),0,..,0) ein hedgebarer Claim mit Hedge H.

Sei P* ein dquivalentes Martingalmafl mit: £*|B(n)C(n)| < oo
Dann sind fiir das um den Handel mit C erweiterte Modell:

S(k) = (é%) k=0,.,n—1

3(n) = (g%) aquivalent:

(i) das erweiterte Modell ist arbitragefrei.

(i) B(k)Py(C) = E*(B(n)C(n)| %), k = 0,..,n — 1

Raphael Bruns gelesen von ,,PD Dr. Volkert Paulsen* 61

brunsra@wwu.de Stand: 6. Februar 2010


mailto:brunsra@uni-muenster.de?Subject=Vorlesung
mailto:brunsra@wwu.de?Subject=Vorlesung

,» Vorlesung Finanzmathe WS2009/2010¢

Beweis:

Sei H ein Hedge fiir C. Dann gilt: V,,(H) = C(n) und H ist selbstfinanzierend bis
n — 1. Wegen (4.9):

(i) & P(C) =Vi(H) fiir alle 0 < k <n—1.

Dann ist V,*(H), k = 0,.,n ein P*-Martingal ist, folgt B(k)P.(C) = BypVk(H) +
Vi (C) === E*(V;(H)| %) = E*(B.C(n)|%).

4.12 Vollstandigkeit

Ein Mehr-Perioden Modell heifit vollstiandig, wenn jeder Claim hedgebar ist.

4.13 CRR-Modell

Bestimmung des dquivalenten Martingalmafles

Gegeben sei ein CRR-Modell gemé A(n) = A0)[[_,Y;, P(Yi=u) =p=1-—
P(Y; = d) die Aufwirtssprungwahrscheinlichkeit p ist der Parameter des Modells.
Frage: Fiir welches p liegt Risikoneutralitét vor:

(A(n))nen, ist ein geometrischer Random Walk. A*(n) = —="A(n) = A [[ =& ist
i=1

1+p
auch ein geometrischer Random Walk.
also (A*(n))pen ist ein Martingal < F
Sput+(l—pd=1+p

©p= g

Ein CRR-Modell ist risikoneutral beim ausgezeichneten Parameter p* = %’.
Frage: Wie kann durch ein Wechsel des Mafles ein CRR-Modell mit Parameter p in
ein CRR-Modell ist Parameter p* {iberfiithrt werden.

Setze z, = |t <n:Y;=n| Anzahl der Aufwértsspriinge in der ersten Periode =
n

Z 1Y¢=n
i=1
(Zn)nen, ist ein Random Walk.

i _
I+p

Z'n 1_p* N

Setze L = (1* 1”)N117’N:a ! mltazlf**l—P
p* P p p P p
Dann 1st L > 0 und da (a?"),=1_ y ein geometrlscher Random Walk gilt:
em. RW 1_
E,L = n e (E 2N
N
= 11%; = (ap+1(1 -p)V =1
Also definiert L die Dichte eines Wahrscheinlichkeitsmaﬁes p*auf Fy = o(Y1, .., Yn).
Es gilt also: P*(A) = [, LdP = Ea?~ 12 ]lA fiir alle A € Fy.
Behauptung:

Y1, .., Yy sind iid. bzgl. P* mit P*(Y; =u) =p* firallei=1,..,N
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Damit liegt dann ein CRR-Modell mit Parameter p* zgl. P* vor.
Beweis:

Allgemein gilt fiir 7, = o(Y1,. ,Yn)

4L\, = Ly _E(L|F) % 2"
Also gilt P*(Yy = u) = [}, _, L1dP = a2 P(Yy = u) = (£ 2232 = p*

1-p* p 1-p

Entsprechend:
PYi=d)=1-p*
Fir B € 7, gilt:

P(Yyyu=unB)= [ L,.dP
BNY,+1=u
= [ BL.ap
BNYp41=u
=ax2 [ L,dP
—-p
BNYp4+1=u

1-p

= a2 F( L, )y, =a 2 EL, 15 P(Yn1 = u)
—— P e —
Fp,—meBbar P*(B) =P

— px* P px *

= P*(BJutp= P*(B)p
Ebenso erhélt man:
P*(Y,;1=dnB)=(1-p")P*(B)
Hieraus folgt, dafl Y,,;; stochastisch unabhéngig ist bzgl. P* von #, mit P(Y,,; =
u)=p*=1—P* (Y, =d).

14.12.2009

4.14 Vollstandigkeit des CRR-Modells

Satz: Das CRR-Modell ist vollsténdig.

Beweis fiir N = 2:

Sei C ein Claim der Form:

C =(0,C(2)) oder C = (C(1),0)

Fiir C = (¢(1),0) ist im Einperioden-Modell ein Hedge bestimmt worden.
Sei C'= (0,C(2))

Cuw  fallsA(l) = uA(O),A(Z) = uA(1)

Cua  A(1) = uA(0), A(2) = dA(
Cau  A(1) = dA(0), A(2) = uA(1
Caa A1) = dA(0), A(2) = dA(
Riickwértsberechnung des Hedges:

Auf dem Ereignis A(1) = vA(0) mufl das Portfolio H(2) = (

mit C(2) =

ha(2)(u)

h2(2)(u)) so gebildet
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werden, daf <H(2), (SQZ (”O);) > = Cun
(15

Dies fiihrt zu Gleichungen

hi(2)(1+ p)? + ho(2)(u)u?Ag = Cy
Ba(2) () (1 + p)? + hal2) (w)ud Ag = Cug
Also hy(2)(u) = -ty vCud—dCuu

(1+p)?  u—d
- Anleiheanteil nach Umschichtung, wenn der erste Sprung ein Aufwértssprung ge-

wesen 1st

ha(2)(u) = gy Ca=gee

- entsprechender Aktienanteil

Der Wert des Portfolios (ZIEE;EZD zum Zeitpunkt 1ist hy(2)(u)(1+p)+h2(2) (u)udy =:
hi(2)(d)
h2(2)(d)>

Analog geht man vor auf dem Ereignis Y7 = d. Man bestimmt das Portfolio <

aus den entpsrechenden Gleichungen und erhélt hy(2)(d) = Ly “Cat—0Cu

T (I4p)? u—d
ha(2)(d) = - Ceu=Cu

Vald) = h(@)(d)(1 - p) + ho()(d)dA) = 1 (5 Cou + (1 — p)Ca)

uu

du

dd

Die Handelsstrategie zum Zeitpunkt 1 ist also
h(2)(V1)

H(2) =
® = (vt
Der Wert (H(2), (1 + p, A(1)) nach einer Periode entspricht einem Claim, der durch
hi(1)
ho(1)

) bestimmt werden.

ein Anfangsportfolie H(1) = < ) gehedgt werden muss.
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Dies fiihrt zu den Gleichungen:
hl( )L+ p) + ha(Dudo = Vi(u)

hi(1)(1 + p) + ha(1)dAg = vi(d)

AISO hl( ) — 1—}_ ’U,V1(d1)L §V1 u) h ( ) o ALOV1(ui:‘d/1(d)

Damit ist der Hedge H (1), H (2) bestimmt und es gilt:

st = o.vatem) = (e, (U1 ) ) = e

Also ist H ein Hedge fiir C.

Es gilt:

Py(C) = (H(1),5(0)) = <H(1), (20)> = hi(1) + Ay(1)Ao = ﬁp(p*vl(u) + (1 -
p*)Vi(d))

Der allgemeine Fall N > 2 beweist man per Induktion.

4.15 diskrete Black-Scholes-Formel

Gegeben sei ein N Perioden CRR-Modell mit 0 < d <1+ p < u

Calloptlon mlt Laufzeit n und Basis K und entspricht dem Claim C mit C(n) =
(A(n) — K)*,C(k) =0 fiir k£ # 0.

Das CRR-Modell ist vollstindig, also ist C hedgebar. Ferner existiert ein dquivalentes
Martingalmafl P*. Bzgl. P* liegt ein CRR-Modell mit Paramter p* = 1—::% Vor.
(4.11) liefert, daB B(k)P.(C) = E*(B(n)(A(n) — K)"|Fy), k=0,..,n

der arbitragefreie Preisprozef des Claims ist.

Bezeichne C'(z,n, K) den Anfangspreis einer Calloption mit Laufzeit n, Basis K und
Anfangsaktienpreis . Dann ist ¢(Ag,n, K) = E* (7 L n(A uZndn=%n — K)T)*t
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=15 x (D)) = p* )" (Agu'd " K)*
, wobei z, = Z Ay, —, die Aufwirtsspriinge zahlt.

Dies ist die dlskrete Black-Scholes-Formel
Aus der Markoveigenschaft folgt: Py(C) = ¢(Ag,n — k, K).
Ziel: Arbitragefreiheit = Existenz eines dquivalenten Martingalmafles

4.16 Satz

Sei |2 < 0o. Gegeben sei ein N-Periodenmodell. Sei P* dquivalent zu p mit E*V*(H) =
Vo(H) fiir alle selbstfinanzierenden H. Dann ist P* ein dquivalentes Martingalmas.
Beweis:

Sei (Sg(n))n=o,..n der Preisproz8 des k-ten Finanzgutes.

Zeige E*B(1)Sk(1) = Sk(0) fiir alle Stopzeiten 7. Dann folgt mit (3.15) die Martin-
galeigenschaft von (B(n)Sk(n))n=o,. ~

Zu einer Stopzeit 7 betrachte Handelsstrategie H

e Halten des k-ten Finanzgutes bis 7

e Danach Anlage des Kapitals in die Risikofreie Anlage und halten bis zum

Ende.
|

S rB. 7l Umschichtung
»ﬂ\l;wteile 5, 7) auf der Bank
B(n) = %, %’“((:)) = Anteile im Bankkonto

0

: Sk(r)B(r)
Also Hn+1)= 1] 1,5, +

0 .

0

0
Selbstfinanzierend, da eine Umschichtung nur am Ende der 7-Periode stattfindet und
(Hm+1,S(m)) 1,—,, = Si(m)B(m) (1m) = Sk(m)l—pm = (H(m),S(m)) L=

firm=1,..,N —1
Also gilt: Si(0) = (H(1),5(1)) = Vo(H) = E*V{(H) = E*B(H)Vy(H)

= E*B(N)B(7)Sk(7) gy = E*B(7)Sk(7)
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17.12.2009

4.17 Satz

Gegeben sei im arbitragefreien N-Perioden Modell mit |Q2] < oo. Dann gibt es ein

dquivalentes Martingalmafl p*.

Beweis: O.E.d.A: Q = {w,..,w,} mit P(w;) > 0 fiir alle 1 <7 <.

Sei G = {(H - S*)(N) : H selbstfinanzierend }

Y € G & Es existiert eine selbstfinanzierende Handelsstratiegie H mit Y = (H -

S)*(N) = Vi (H) = Vo(H)

G ist ein endlich-dimensionaler Teilraum der Menge aller F-mefibaren Abbildun-

gen. Sei LT :={Y: Q- R:Y >0}

Lt = nichtnegative Zufallsvariablen

Arbitragefreiheit impliziert.

GNn LT ={0}

Fir Pt := {p: Q — [0,1]|p(w;) > 0, ip(wi) = 1} die zu P dquivalenten Wahr-
=1

scheinlichkeitsmafie P = {p : Q@ — [0, 1]|p(w;) > 0, > p(w;) = 1}
i=1
git PFrNG=0,PNG=1

w2

bt
G

P ist kompakt und konvex Separationssatz liefert ein lineares Funktional ¢ : R" — R
mit ¢p(Y) <0 firalleY € G

®(P) > 0 fur alle p € P.

Da G ein Teilraum ist, folgt ¢(Y) =0 fiir alle Y € G

Es existiert ein IT € R" mit ¢(Y) = (ILY) = > ILY; =0 firalle Y € G
i=1

o(p) = i II;p(w;) > 0 fiir alle p € P
Es gilt Ell > 0,..,II, > 0, denn fiir ¢; = (0, ...,0, 1,0, ..,0) gilt:
0 < (m,e) = i Iei(w;) =1I; fir alle 1 <i <r
Normiere II uil_d1 setze P*(w;) = fjHH i=1,.r
z

Dann ist P* € P #dquivalent zu P und
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E*((H-S)(N))=0,da (H-S)(N) € G fiir alle selbstfinanzierenden H.
Also folgt: E*V(H) = E*(Vo(H) + (H--- S*)(N)) = Vo(H) fiir alle selbstfinanzie-

renden H. Dann ist P* ein dquivalentes Martingalmafl wegen (4.16).

4.18 Satz

Gibt es in einem N-Perioden-Modell ein dquivalentes Martingalmafl P*, so ist das
Modell arbitragefrei.

Beweis: ist das Modell nicht arbitragefrei. Dann existiert eine selbstfinanzierende
Handelsstrategie H mit V3 (H) > Vo(H), P(V3(H) > Vo(H)) > 0, Da P* ~ P gilt
also P*(VN(H) > Vo(H)) > 0. Also Vo(H) < P*V3(H) = Vo(H) Widerspruch zur
Martingaleigenschaft von V*(H) bzgl. P*.

Insgesamt ergibt sich das

4.19 No-Arbitrage-Theorem

(1.Fundamentalsatz der Preistheorie)
Ein einem Mehrperiodenmodell sind dquivalent:

(i) das Modell ist arbitragefrei

(ii) Es existiert ein dquivalentes Martingalmaf

Beachte:

Der Beweis ist fiir [Q2| < oo gefithrt worden.

Fiir allgemeines €2 bleibt die Aussage wahr, allerdings sind die dazu notwendigen
mathematischen Hilfsmittel schwieriger.

4.20 Charakterisierung der Vollstiandigkeit

(2. Fundamentalsatz der Preistheorie)

Wieder wird || < oo vorausgesetzt, weiter wird ein arbitragefreies Finanzmarkt-
model betrachtet.

Satz: Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Das Modell ist vollsténdig

(ii) Es gibt genau ein dquivalentes Martingalmafl P*
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(ili) Zujedem P*-Martingal (M (n)),—o.. n gibt es einen previsiblen Prozef (H (k))k=n, n
mit M(n) = M(0)+ > (H(k),AS*(k)),n=1,..,N
k=1

Beweis: (i) = (i1) Seien Py, Py aquivalente Martingalmafie und A € Fy. Dann gibt
es wegen der Vollstdandigkeit eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H mit
Vn(H) = 14B(N).
Also gilt:
Pr = EX(Vi(H)) = Vo(H) = E5(VY(H)) = Py(A)
(1) = (7): per Kontraposition:
Sei 7% = {V*: V* ist Fy-mefibar und es gibt eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H mit
Vi(H) =V"}
% = Menge der erreichbaren, abdiskontierten Endvermégen
Da das Modell nicht vollstédndig ist, ist dieser Raum 7* ein echter Teilraum von
Ly(Q, Fn, P*), Ly(Q, Fy, P*) = 5 + (*)*+
1 Anteil im Bankkonto liefert das ﬁ zum Ende, also ist 1: Q@ — R(w — 1) € 7.
Wegen |Q| < oo existiert ein L € (5*)* mit |L(w)| < 1 fiir alle w € Q.
Alsoist 1+ L >0 und F (1+L):1+\E§6£:1
da 1 € 5 und (*)*.
Also wird durch
i —14L
ein zu P* dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl definiert mit E*V3(H) = E*Vi(H)(1+
L)=Vy(H)+ E*Vy(H)L fiir alle selbstfinanzierenden H
—_———

—0,daV}, (H)ex
Hieraus folgt: dafl P;" ein dquivalentes Martingalmaf ist.
(i) = (i17) Sei (M (n))n=o, n ein P*-Martingal. Wegen der Vollsténdigkeit existiert

ein selbstfinanzierendes H mit Vy(H) = M)

B (aufdiskontieren)

Daraus folgt:

My = BN(MN)|Fn) = EX(VE(H)[Fo) = Vii(H) = Vo(H) + 2, (H(k), AS™(K)),n =

1,.,N -

Insbesondere ist My = Vy(H)

(i73) = (i): Sei Fy-meBbare Abbildung, M (n) := E*(B(N)C|F,),n =0, .., N ist ein

P*-Martingal.

Damit besitzt (M(n))n—o..n die Darstellung M(n) = M(0) + Zn: (H(k), AS*(k)),
1

n = 0,.., N, fur selbstfinanzierendes H mit Vy(H) = M(0) istk also ByVy(H) =
Vi(H) = ByC, also Vy(H) = C. H ist ein Hedge fiir C.

Gezeigt ist also:

Jede Fy-mefibare Claimauszahlung C am Ende durch eine selbstfinanzierende Han-
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delstrategie hedgebar.
Hieraus folgt die Vollstéandigkeit des Modells.
0 1 2 B-1 0 T

T [
)y CM-1) C

Lege auf Konto und halte bis zum Ende

C(N) + C(N = )50 + C(N = 2)52855 + .+ C(1) 55

Aussage:
Das Modell ist vollsténdig ist dquivalent zu jede F-Mafbare Abbildung C ist durch
eine selbstfinanzierende Handelsstrategie hedgebar.
Bislang:
Preisfestsetzung fiir hedgebare Claims der Form
C(k):{o fir k #n
C(n) furk=n
Ziel: Bewertung von allgemeinen hedgebaren Claims.
Vorgehen: Erweiterung des Finanzmarktmodell um Dividendenzahlungen.

21.12.2009

4.21 Finanzmarktmodell mit Dividendenzahlung

Gegeben sei ein N-Perioden-Modell mit PreisprozeB (S(n))n—o,..n

Am Ende jeder Periode erhélt der Besitzer des k-ten Finanzgutes eine Auschliittung
(Dividende) von (Dg(n))n=1,. N—1

(D(n))n=1..ny-1 wird als Ré%wertiger adaptierter stochastischer Proze angenom-
men. Wir nehmen an, dafl die risikofreie Anlage keine Dividendenzahlung zahlt.
Also Dy(n) =0 fir n =1,.., N — 1. Dann ist B(n) = Sll(n) = ﬁ,n =0,..,N der
Diskontierungsprozefl auch im Modell mit Dividenden.

In diesem um den Dividendenprozef3 erweiterte Modell sind Handelstrategien wir
vorher R%-wertige Prozesse. Zu einer Handelsstrategie H wird der Entnahmeproze$3
(0n(H))p=1,. n-1 definiert durch.

On(H) = (H(n), D(n)) + (H(n),S(n)) — (H(n+1),5(n)).

Die Begriffe Handelsarbitrage, Arbitragefreiheit, Claim und Hedge konnen dann
analog zum Modell ohne Dividendenzahlung definiert werden.

Ein Claim C' = (C(n))n=1,. .~ entspricht einem Finanzgut, das am Ende der n-ten
Periode die Ausschiittung C'(n) zahlt, n = 1,..., N — 1 und den Endwert C'(N) be-
sitzt.
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Fiir eine Handelsstrategie H ist der Wertprozefi (vor Dividendenauszahlung) defi-
niert durch V,,(H) = (H(n),S(n)) + (H(n),D(n)) firn=1,..,N —1

Vo(H) = (H(1), S(0))

Vi (H) = (H(N), S(N))

Frage: Wie ist der Preisprozef} festzulegen fiir C, ohne dass sich Arbitragemoglich-
keiten ergeben.

4.22 Satz

In einem arbitragefreien N-Perioden Modell mit PreisprozeB (S(n))n—o.. .~ und Di-
videndenprozeB (D(n)),=1,.. n-1 sei C = (C(n))p=1, N
ein hedgebarer Claim mit Hedge H . Erweitere das Modell im den Handel mit C

durch den Devidendenproze8 D(n) = (2?3) ,n = 1,..,N und den Preisprozefl
n

~ S(n) - S(N)
pr— N pum—
50 = ) 0500 = (i,
Dann ist dquivalent:
(i) das erweiterte Modell ist arbitragefrei
(i) P.(C)=(H(n+1,5(n)) firallen=0,..,N —1

Beweis:
analoges Arbitrageargument wie beim Modell ohne Dividendenzahlungen.
Frage:

e Wie kann eine risikoneutrale Bewertung in einem Modell mit Dividenden
durchgefiihrt werden.

e Was ist eine dquivalentes Martingalmafl

4.23 Aquivalentes Martingalmaf

Gegeben sei ein Finanzmarktmodell mit (S(k))g—o,. » und Dividendenproze8 (D (k))r=1, n—1
Bezeichnne mit

I(n) = D(k)B(k),n=0,..,N mit D(N)=0

den aufsummierten Prozefl der abdiskontierten Dividenden.
Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P* heifit dquivalentes Martingalmafl, wenn gilt:

(i) P*~P
(ii) (S*(n) + I(n))n=o, N ist ein P*-Martingal
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4.24 Stochastische Integraldarstellung von selbstfinanzieren-
den Handelsstrategien

Eine Handelsstrategie H ist selbstfinanzierend genau dann, wenn 6,,(H) = 0 fiir alle
n=1,.,N—1

< (H(n),S(n)+ D(n))y=(H(n+1),S(n)) firallen=1,..,N — 1

& (H(n+1), S(n+ D)+(H(n + 1), D(n + 1)) —(H (n), S(n) + D(n)) = (H(n+ 1), S(n + 1)) -
(Hn+1),S(n))+ (Hn+1),D(n+1)) firallen=1,..,.N —1

S AV, (H)=(Hn+1),AS(n+1)+(H(n+1),D(n+1)) furallen =1,.., N—

1, beachte D(N) =0

Zusammen mit AVi(H) = (H(1),D(1))—(H(1),5(0)) = (H(1),AS(1))+(H(1), D(1))

folgt: H ist selbstfinanzierend

& Vi (H) = Vo(H) + i (H (k), AS(k)) + z (H(k), D(k))

o VA(H) = Vi(H) + i< (%), AS*(k)>+é(H(k:),AI(k)) fiir alle n = 1,.., N
e VA(H) = Vo(H) + H % (S* + H)(n) fiir alle n — 1, ., N

Gilt B*|Vii(H)| < oo

ist (V,(H))n=o,. .~ ein P*-Martingal

4.25 integrierbare Handelsstrategie

In einem arbitragefreien N-Perioden Modell mit &quivalentem Martingalmafl P* wird
eine Handelsstrategie als integrierbar bezeichnet:

EX|V¥(H)| < oo fir allen =1,..,N und E*[¢}(H)| < oo fir allen=1,..,N —1
Hierbei ist

Vi (H) = B)Va(H) = B(n)((H(n), S(n) + D(n))), 55(H) = B(n)5,(H)

Satz: Fiir eine integrierbare Handelsstrategie H gilt:
N-1
B(k) (H(k+1),5(k)) = E*( > 6;(H)B(i)|Fi)+E*(B(N)Vy(H)|Fy) Vk =0,.., N—

i=k+1
1

d.h. das Portfolio nach Umschichtung am Ende der k-ten Periode ist der bedingte
Erwartungswert- gegeben Fx der zukiinftigen auf K abdiskontierten Entnahme.
Beweis:

man kann leicht einsehen

Vi(H) = ValH) + 35 (H(,A(S" + DU) = 5 0iclH)B(K )Y = L., N

Also gilts B*(V; ()Fy) = Vi) + 32 (H(K),A(S" + D)~ X B (S ()7,
da (O (H(K),A(S*+ I)(K)) ein P* Martlngal
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Vo (H) + 35 (HK),A(S* + T)(K)) — S u(HY — 6 (H) — S E*(Sx(H)'|F)

k=1 k=1 k=n+1
= ViH) = 03(H) = 5 B (0(H)'|F)
— (H(n +1),5(n)) B(n) - ;+1E*<6*< )IE,)

Hieraus folgt die Behauptung.

04.01.2010

4.26 Bewertung von Claims mittels dquivalentem Martin-
galmafl

Gegeben sei ein arbitragefreies N-Perioden Modell mit Preisproze8 (S(k))x—o, v und
Dividendenproze8 (D(k))g=1,. ~n-1

Sei C'= (C(n))p=1,. n ein Claim mit interpretierbarem Hedge bzgl. eines dquivalen-
ten Martingalmafles P*.

Erweitere das Modell um den Handel mit C durch

S(k) = < ((,3)) k=0,.,N—1

(k)
<ks>> F=ha N
N co)

| Atsschu ung
!

| |
1 2 M-1
Dann sind dquivalent:

(i) das erweiterte Modell ist arbitragefrei

(i) B(k)Pu(C) = B ( ) B(l)C(l)|Fk> +E*(B(N)C(N)|F,) fiir alle k = 0, .., N—
. =k+1

Beweis:
Wegen Satz (4.21) gilt:
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Modell ist arbitragefrei < P.(C) = (H(k+1),S(k)), k=0,..,N —1
Wegen (4.24) gilt:

B(k) (H(k + 1), 5(k)) = E* ( b B<z>51<H>\Fk) B (B(N)Vi(H)|F)

I=k+1

H ist Hedgo fir C 1o, (NZ_I B(l)O(l)IFk) + E*(B(N)C(N)|F})
I=kt1

4.27 Das CRR-Modell mit Dividendenauszahlungen

Erweiterung des CRR-Models um periodische Dividendenzahlungen
periodische Dividendenrendite 0
Betrachte das CRR-Modell ohne Dividendenzahlugen der Form
pB(n)=51(n)=1+p)",n=0,..N
Aln) = A(0) T ¥;, (Voiid, P(Y: = u) =p =1~ P(Y; = d)

i=1

d<l+p<u

Die Eigenkapitalgeber (Aktionére) verlangen eine periodische Ertragsausschiittung
auf ihr eingesetztes Kapital

Das wird im Modell dadurch beriicksichtigt, das eine periodische Dividende mit
Rendite p ausbezahlt wird.

Das ausgeschiittete Kapital reduziert sofort das Eigenkapital, also die Marktkapita-
lisierung des Unternehmens bzw der Aktienkurs.

Dies fiihrt zu folgendem Modell:

Setze D(1) = A(0)Y;6, Dividende nach der ersten Periode

Der um die Dividendenzahlung reduzierte Aktienkurs ist dann A® (1) = A(1) —
D(1) = AO)Yi(1 - )

In der zweiten Periode erhoht dieser sich potentiell auf Y(2).

Setze D(2) = A®(1)Y(2)6 = A(0)Y1Y3(1 —6)6 = A(2)(1 — 6)d

D(2) wird am Ende der zweiten Periode ausgezahlt. Es erhalte den neuen Aktien-
kurs durch A@(2) = A®(1)Y(2)(1 — ) = A0)Y(1)Y(2)(1 —6)> = A(2)(1 — 6)?
Dies kann man so fortsetzen. Fiir die n-ten Periode erhélt man:

D(n) = A®(n —1)Y(n)§ = A(n — 1)(1 — 6)"'Y,,6

A®(n) = AD(n —1)Y(n)(1 —6) = A(n)(1 — 5™

Dann ist das CRR-Modell mit Dividendenrendite ¢ definiert durch:
(AD(n))p=o..5, (D(n))p=1..n_1 als Prozess fiir die Aktienkursentwicklung und Di-
videndenentwicklung.

(A%(n))p=0,1.. ist ein geometrischer Randomwalk mit Sprunghthen u(1 —§), d(1 — &)
Bestimmung des dquivalenten Martingalmafles.

Fiir I(n) = >, D(k)B(k) = Y, 25en=1,.,N -1
k=1 k=1
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AB)(n) A(5>(n
e T 1) = Z

o n)(l 5" Y(1— 5’6 16Yk
T I+ T Z (1 p)k

Also gilt fiir eme Sprungwahrsehemhchkelt p*
EX(AD*(n + 1)+ I(n + 1)|F,)

1—=0)" ., 1+9
= () A

1+pm "y
B (ASx(n-+1)|F)
_ (1=6)" * 1-6 o
= AmES (B2 +12) + 1)

(I+p)™ I4p
_ A®(n) By
= T 1 +1(n)
Dies ist ein Martingal genau dann, wenn p* = %’

(%) folgt aus:

E*(D(n + DIF) = E*(Am)(1 = 0)"Yu10lF) = A(m)(1 — 6)0E" (Yaa|Fa) =
An)(1 = 90)0E*Y, 11

Feststellung:

Das dquivalente Martingalmafl ist im CRR-Modell ohne Dividende und mit Divi-
dende das Gleiche.

Wozu eigentlich die Dividendenbetrachtung?

Die Auszahlung von Claims héngt davon ab, ob eine Dividende ausgeschiittet wird,
oder nicht.

Bsp.: Calloption:

(A(N) — K)* im Modell ohne Dividenden

(A9 (n) = K)* = (1= §)VA(N) — K)*

Der Callinhaber partizipiert nicht an der Dividenausschiittung ist der Preis im Mo-
dell mit Dividenden fiir einen Call geringer als wenn keine Dividenden gezahlt wer-
den.

E*(AD(N) — K)*B(N)) = E*((1 = ))¥A(N) = K)* + B(N)) < E*((A(N) —
K)*B(N))

07.01.2010

5 Der Wiener Prozefl

- Zur Modellierung von Aktienkursen in zeitstetigen Modell wird der Wiener Prozefl
(Brownsche Bewegung) bendétigt.
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5.1 Definition

Sei (F})i>o eine Filtration auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, O).
Ein adaptiver stochastischer Prozef: W = (W;)i>0
heifit Wiener Prozef3, wenn gilt:

(i
(i

) W(0) = 0, P-fast sicher
)
(iii)
)

w
W (t) — W (s) ist stochastisch unabhéngig von Fj fir alle 0 < s <t
W(t)

(iv) W besitzt stetige Pfade, d.h. P-fast sicher ist
t — Wi(w) stetig

W (s) ist N(0,t — s) verteilt fiir alle 0 < s <.

(W(t))e>0 ist ein sogenannter Prozefl mit unabhéngigen und stationéren Zuwéchsen,
d.h. W, — W; ist unabhéngig von Fj fiir alle s < ¢. und W, — Wy ~ Wy, — Wy, fiir
alle0 <s<t, h>-—s

~ Wi_s

So einen Prozefl nennt man auch Levy-PprozeS.

Der Wiener Prozef3 ist der Levy-Prozef3, der stetige Pfade hat.

e erste Finanzmarktmodell von Machelier um 1900 basiert auf den Wiener Pro-
zel.

e 1905 fithrt Einstein die Brownsche Bewegung ein

e 1921 erste mathematisch fundierte Beweis fiir die Existenz der Brownschen
Bewegung durch Norbert Wiener

5.2 kanonische Darstellung

C(]0,00)) := {z : [0,00) — R|x ist stetig}

II, : C([0,00)) = R

x — x(t), t-te Projektion

fur allet > 0

Durch o(I;) = II;*(A) : A € Z(R) wird die kleinste o-Algebra auf C[0,00) defi-
niert, die II; mefbar macht.

Definiere ., = J(Sgta(ﬂs)) = U(SL<Jt I;1(A)x A e Z(R))

=o(ll; : s <)
Dann ist ., die kleinste o-Algebra, die alle II; mit s <t mefibar macht.
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Setze Lo =o(|J L) = oIl : t > 0)
>0
£, ist die kleinste o-Algebra, die alle Projektionen II;, ¢ > 0 me3bar macht.

Bem.: Z,, = Z(C([0,00)) stimmt mit der Borelschen o-Algebra auf C|0, c0) iibe-
rein, die durch die Topologien der gleichméafligen Konvergenz auf kompakte induziert
wird.

Bem.:

& = A1 (A) Nn.. NI (A,)

0<s1<..<s,<t,neN

Ay, A € Z(R)}

bildet eine N-stabilen Erzeuger von .%;.

Entsprechend: &, = {II,;'(A1) N .. NI 1(A,) : 0< 851 < .. <sp,n €N, Ay, Ay €
Z(R)} ist ein N-stabiler Erzeuger von 2.

Also 0(&y) = Lo = Z(C[0,0))

Fiir WahrscheinlichkeitsmaBie Py, P, auf (C[0, 00), %) gilt dann:

P =Py & P/(T) = Py(T) fiir alle T € &

= P1<H51 € A, .., Hsn S An> = PQ(HSl € A, ..,Hgn S An) fir alle n € IN,0 < 51 <

o< S, A1, Ap € Z(R)
psiolls,) _ p(sy,Tls,)

1 =15
fir alle 0 < 51 < 89.. < s,n € N

& die Familie die endlich dimensionale Randverteilungen von II bzgl. P; stimmt
mit der von II bzgl P, {iberein.

Definition:

Ein Wahrscheinlichkeitsmafl p auf (C(0, 00), %) heifit Wiener-Maf}, wenn (I1;):>0
ein Wiener-Prozef§ bzgl. (£};);>0 unter p ist.

Der Wiener-prozef3 liegt dann in kanonischer Darstellung vor.

Ist X = (X;)i>0 ein stochastischer Prozefl auf (2, F) mit stetigen Pfaden, so ist
X(Q,F,P) = (C[0,00), %) eine meBbare Abbildung und induziert ein Maf§ P~
auf (C([0, 00, Z))-

P¥X ist die Verteilung des stochastischen Prozefies (X (t));>o.

Bemerkung:

X ist ein Wiener-Prozel bzgl. F; = o(Xs : s < t),t > 0 genau dann, wenn die
Verteilung von X das Wiener-Ma$ ist auf C'([0, 00), %)

Bemerkung:

X(Q,F) — (C[0,00), %) ist meBbar genau dann, wenn 1,0 X (Q, F') — (R,Q, Z(R))
mefBbar ist fiir alle ¢ > 0.
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5.3 Lemma

Seien (M, #1), (Ms, #5) meBbare Raume. Sei (€, F, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum, G unter o-Algebra von F.

Seien X : Q) — M,

X5 :Q — M

mefbare Abbildung und h:(M; x My, A @ A5) — (R; £) meBbar.

Es gelte ferner

(i) X ist unabhéngig von G
(ii) Xy ist meBbar bzgl. G

(iii) Eh(X;, Xs) existiert

Dann gilt:

E(h(X1,X5)|G) = E(h(X1, X2)|X2) = Eh(X}, ) o Xy P-fast sicher
(bereits bekannt: E(h(X7, X2)| X = x2) = E(h(X1,x2)))

Beweis: durch Erweiterungsschlufl

(1) fir h = 144 p mit Ae «%1,3 € Mo gllt
E(h(X1, X5)|G) = E(lx,ealx,es|G)
xg ist meBbar bzgl.G 1X2€BE<].X1€A|G)
da X7 stoch unabh. von G 1X2€BP(X1 c A)
= (13 o XQ)P(Xl € A)
— ER(X1,-) 0 X,
und damit gilt auch E(h(X1, X2)|G) = E(h(X1, X2)|X2)

(ii) Fir h = 1p mit D € 4, @4, folgt die Behauptung mit einem Dynkin-System
Schluss.
9 ={D € M1(x).M> : h = 1p erfiillt die Beh.}
bilde ein Dynkin-System und erhélt wegen (i) den N-stabilen Erzeuger & =
AXB:AG%l,BE%Q
Also folgt:
D =0(8) =M @ M

(iii) Durch Linearitét folgt die Behauptung denn fiir positive Treppenfunktionen
und urch monotone Linien fiir positive, me3bare Funktionen. Durch Aufspal-
tung in Positiv und Negativteil erhélt man schliesslich die Behauptung.
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5.4 Markov-Eigenschaft

Sei (W (t))i>o0 ein Wiener-Prozefl bzgl. (F})i>o. Dann gilt:
W ist ein zeitlich homogener Markov-Prozef mit Ubergangskern K, (x, A) =

N(z,t)(A) = N(0,t)(A — x)

fir alle A e Z(R),x € R,t >0

Beweis:

Fir s,t > 0, A € Z(R) gilt:

P(W(t+s) € A|F,) = P(W(t+s)—W(s)+ W(s) € A|F})
22 P(W(t+ s) — W(s)+ W(s) € A]W(s))

= P(W(t + 8) — W(S) € A— 33)|x:W(s)

(setze g(x) = P(W(t+s) —W(s) € A—z) und g(W(s)) = go W(s))
= N(07 t)(A - I)|:L’:W(s)

= N(ZL‘, t) (A)’x:W(s)

= Ki(W(s), A) P-fast sicher

Damit folgt die Behauptung.

—1/<2t)<y—x>2 dy =

A

11.01.2010

P(W(t+s) e A|lF,) = P(W(t+s) € AlWs) = N(W(s),t)(A) = K;(W(s), A)
Ausdehnen der Markov-Eigenschaft:

Definiere den Wiener-Proze (W®)(t)),;50 zum Startpunkt x € R durch W®(t) :=
r+W(t),t>0

W@ ist eine Zufallsvariable mit Werten in (C[0, 00), %)

Bezeichne mit ji, die Verweitung von W®), p, ist das sogenannte Wiener-Ma8 fiir
eine Wiener-Prozed mit Startpunkt x.

Definiere einen stochastischen Kern K : R x %, — [0, 1]

(2, B) = 1a(B)

Es gilt also:

K(x,B) = u.(B) = [Da(Wt(m)—x)tzoisteinWiener—Prozeﬁ, Startausder0|u(B—x)
fir alle x € R, B € £

Dann gilt fiir jedes mefibare f : C[0,00) — R mit Ef((W, 5+35)t>0)

E<f<<W£+1>t>o>rF> = E(f(W)e0) W)

= [ fly ), dy)

C[0,00)
Beweis: Fiir die C[0, co)-wertige Zufallsvariable (Wt(fl — w?))tzo =: X{, 19 := ()
gilt:

F((w))i50) = (X1, X3) mit h = C[0,00) X R — R, (21, 25) = f(21 + 22)
Also liefert (5.3), da X; unabhéngig von F und X, mefibar bzgl. Fy E(h(X1, Xo)|Fs) =
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E(h(Xy, Xo)|WE) = E(h(X1,7) 0 X3).
Fiir jedes z € R gilt:

Eh(Xy,2) = E(fW, - Wi + z>t>o>
= E(f(We+ 2)iz0) = [ fy)p=(dy)

C[0,00)
= [ fly)K(z dy)
C[Ooo
Also gilt
E(f((w?,)i=0)|Fs) = [{Fy) KW, dy)}

= Behauptung.
Kurz:
Gegeben:WS(x) = z verhélt sich wie (W;ﬁ)tzo wie ein Wiener-prozef$ startend aus z.

5.5 Starke Markov-Eigenschaft

- Ausdehnen der Markov-Eigenschaft auf Stopzeiten.

Sei (W (t))i>0 ein Wiener-Prozef§ bzgl einer Filtration (F});>o Sei # € R und 7 eine
Stopzeit.

Dann gilt:

(i) P(WS)so € B, 7 < 00|F,) = K(W® (1), B)1rco
P((W5D)i20 € B)|omyo) () Lr<oo fiir alle B € L

(i) E(f((W. )t>o) T<oo|F)

= f T 7dy) T<00
C[0,00)

Beweis:

Fiihre den Beweis fiir P(7 < oo) = 1 durch:

Analog zu (5.4) folgt die Behauptung, wenn wir wissen (W7, — W™, stochastisch
unabhéngig von F,. und verteilt wie ein Wiener-Proze8 ist.

1.Schritt:

Zeige: WT(i)t — W) ist stochastische unabhéngig von F, und N(0,t) verteilt fiir alle
t>0.

Approximiere 7 durch eine Stopzeit p,,, die Werte auf einem Gitter im k/2" : k € Ny
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hat mittels

pn=inf{L£ 7 < £}

Dann gilt:

7 < pp fiir alle n und damit F, C F),,.

Weiter ist fiir jedes beschréinkt stetige f:R— Rund A € F

Ef(Wy2 = Wi))1a ZEf( = Wi pn,k/znmA—zEﬂ Ao = Wiy L) an <rhjanc

[A e F; @Aﬂ7'<n€F furallen>0]

stochastisch Unabhéngig = Z Ef(W, Wk/Qn) (AN S, =k/27)

k/2"+t

—ZE(( )P(ANS, = k/2")) = Ef(Wi) P(A)

Wegen der Stetigkeit der Pfade und der Beschranktheit von f gilt:
B(f(WS2 = Wi )La) = lim E(f(W,2, — Wa')La

— Ef(W,)P(A)

Hieraus folgt,dafl

W, unabhéngig von F, und N (0, t)-verteilt ist fiir festes t.
2.Schritt Dehne den ersten Schritt auf endlich viel Zeitpunkte aus:
Beh.: Fiir t; <, .., < t, gilt:

(Wi, — Wi Wi

THiny10 "

(th Wty 15«05 th)

Wf(ih — W ) ist unabhéngig von F, und verteilt wie

Dies erhélt man durch Anwendung des ersten Schrittes auf 7+ ¢, 1,7+, o,..,T

Dadurch sind:
Wﬂgf-)tn - W’ff—)tn,la X
Wy, =Wy, . Wy — W

Durch Anwenden ciner linearen Transformation kénnen diese in (W, ) Wi,

W bzw. Wiy s W)

transformiert werden, was die Verteilungsgleichheit impliziert.

5.6 Verteilung des Maximums

gespiegelter Pfad
X

\—

Sei W ein Wiener-Proze: M (t) := sup{W (s) : 0 < s < ¢}
Dann gilt fiir alle t > 0,y > 0,2 >0
POM(t) >y, W(t) <y — ) = POV (t) > y + 1)

WT(f_)tl — W stochastische unabhéngig von F, und verteilt wie

(z)
) WT+t1 -
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P(M(t) = y) = 2P(W (1) = y)

Beweis:

Seit>0,y>0,x>0

1, = inf{s: W(s) =y}

Dann gilt:

M) >y=r1,<t

Also P(M(t) >y, W(t) <y —z)=P(r, <t, W(t) <y—x)

Sare ME p(r, <, W(t) > y+x) = PW(t) > y + 2)

Fiir x = 0 also:

POM(t) =y, W(t) < y) = POV (£) > 1)

und damit:

P(M(t) =z y) = P(M
y)+ PW(t) = y) =

14.01.2010

5.7 Martingale
Sei (W(t))i>o ein Wiener-Proze bzgl. einer Filtration (F});>. Dann gilt:

(i) (W(t))i>o ist ein Martingal
(i) (W (t)* — t)s>0 ist ein Martingal

(iii) (exp(cW (t) — 30t))i>0 ist ein Martingal fiir alle o € R.
Beweis fiir s < t gilt:

(i) EWQ@)|F) = E(W, = Ws + W,|E,) = E(W(t) — W(s)|Fs) + E(W (s)| Fy)
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(i) E(exp(cW (t))|F5)
= E(exp(a(W(t) — W (s))) exp(aW (s))| F})

= exp(oW(s)) E(exp(a (W (t) — w(s)))| Fy)

= eXp( (W(s)))E ex ( (W (t —5)))

= exp(a(W(s))) fR e’ —m 1/(2(t_s))y2dy

Also E(exp(o(W (t) — 30%t)|Fy) = exp(cW (s) — 2075)

5.8 der geometrische Wiener-Prozef

Sie (W(t)):>0 ein Wiener-Prozef§ bgl einer Filtration (F});>o. Sei o > 0, u € R. Dann
wird der geometrische Wiener-Prozefl (A(t));>o mit Volatilitdtsparamter o und Drift
p definiert durch A(t) = exp(ut) exp(cW (t) — 30°t) fiir alle t > 0

Fiir einen Startpunkt z > 0 wird durch A®(t) = 2 A(t) = z x e exp(cW (t) — $52¢)
fur allet > 0

der geometrische Wiener-Prozef mit Startpunkt x definiert.

(A@)(t) ist ein zeitlich homogener Markov-Proze mit stetigen Pfaden und Uber-
gangskern P; : (0,00) x £ — [0, 1]

(z,B) = Pi(z,B)

der durch P(z, (0,v]) = ® <(%027”)§:/l;gv*logz> fir alle v > 0

eindeutig bestimmt ist.
®(z) = N(0,1)((—o0, z]) =
Weiter gilt:

P,(z,B) = P(A; € B) firalle 2 >0, £ € B,t >0
Beweis:

zz.: P(AY), € B|F,) = P,(A%")|N) fiir alle s,t >0, B € .Z

Dies folgt aus der Unabhéingigkeit von
(2)

A
+t

As(x) von F
S

B Sl dy

P(A§+t c B]F) P( s(;;A(ﬂ” € B|F,)

== P(= ?If € B)|
= P(zA; € B)| A

— Pz B)l_ o

= R(A{", B)

mit P,(2, B) = P(AY) € B) = P(24, € B)
Weiter gilt:

Pi(z,(0,v]) = P(zA: <)

= P(ut + oW (t) — Lo%t <logv — logz)

2=A®
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. W (t) < logv—logz—ut—‘r%azt
=P(r < )
logv—logz—pt+Lo2t
:(I)( g gz —plT s )
oVt

Damit ist die Verteilungsfunktion und Dichte des Mafles P;(z, -) bestimmt.

5.9 Lognormalverteilung

Eine Zufallsvariable X het eine Lognormalverteilung mit Parametern u € R, 02 > 0
genau dann, wenn log X eine N (u,0?) Verteilung besitzt.

Kurz X ~ LN(p,0?) < logX ~ N(u,o?)

Ist (A@(t));>0 ein geometrischer Wiener-Proze mit Drift y und Volatilitit o und
Startpunkt x, so ist

logA@W(t) = logz + oW (t) + (1 — 2o2)t

Also ist A®(t) ~ LN(logz + (u — 10%t),0%)

Fiir den Ubergangskern des geometrischen Wiener-ProzeBes wird somit P(z,.) =
P(A™ € ) = LN(logz + (1 — s0?)t, 0”t)

5.10 Martingal fiir den geometrischen Wiener-Prozef}

Sei A(t) = e exp(ocW (t) — 30%t),t >0

ein geometrischer Wiener-Prozefl mit Start aus der 1.

Dann gilt:

(A(t)*)i>0 ist ein Martingal < o =1 — %’%

Beweis: A(t)* = exp(acW (t) — 3 (o® — 20)t)

ist ein Exponentialmartingal genau dann, wenn ao? — 2au = o?0?
S0 —-2u=ao

Sa=1- (27—’2‘

Anwendung;:

Fir0<a<l<bseita=inft >0:A(t) <a
Ta=inft >0: A(t) > b

Was ist die Wahrscheinlichkeit erst die Barriere b vor a zu erreichen.
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Berechnung von P(7, < Ta)
(A(t)*)i>0 ist ein Martingal f+r a =1 — 24
Optional-Sampling liefert fiir 7 = inf{t > 0: A(t) < a oder A(t) > b}
E(A(r)*) = A(0)* =1
Also folgt:
1 =0"P(n, < 74) +a* P(1, < 1)
———
1-P(1p<Ta)
Dann liefert P(1, < 7,) = blff__ala
P(1, < 1) = 7=~

T br—q>

o

5.11 Momente fiir den geometrischen Wiener-Prozef}

Sei A(t) = e exp(o(t) — 20%t),t >0

ein geometrischer Wiener-Prozefl mit Drift © und Volatilitéit o.
EA(t) = e"E exp(cW; — 1o%t)

Martingal = e exp(o % 0 — 1 % 0) = e/

EA(t)? = e*E exp(acW (t) — o*t)

= e E exp(2uW (t) — 207t + 20°t — 0°t)

e et exp(20W (t) — 1(ao)?t)

Also ist:

Var A(t) = EA(t)? — (E(A(t)))?

2 2
— e?utea t_ eQut — 62,ut<60 t_ 1)

18.01.2010

6 Das Black-Scholes-Modell

Ziel: Aufstellen eines zeitstetigen Finanzmarktmodelles aus Aktie und Bankkonto
- Bewertung von Derivaten in diesem Modell

6.1 Modellierung von Aktienpreisen

Handelsszeitraum [0, 7]
Kursverlauf der Aktie wird beschrieben durch einen stochastischen Prozef8 (A(t)):c(0,17-
Annahmen:

Raphael Bruns gelesen von ,,PD Dr. Volkert Paulsen* 85

brunsra@wwu.de Stand: 6. Februar 2010


mailto:brunsra@uni-muenster.de?Subject=Vorlesung
mailto:brunsra@wwu.de?Subject=Vorlesung

,» Vorlesung Finanzmathe WS2009/2010¢

keine Kursspriinge, d.h. (A(t)):cjo,77 hat stetige Pfade

expected rate of return? ist konstant, d.h. lim 1 E <M> =ut=p

h—0 1 A(t)

e variance rate of return ist konstant, d.h. lim +Var (2ER-AG) o?(t) = o?
’ h—>0 " A(t)

return ist unabhéngig von der Vergangenheit und zeitlich homogen, AX(J;)h ) ist

unabhéngig von F; und verhalt sich wie %

Folgerung aus den Annahmen:

- In einem kleinen Zeitintervall 6t hat der Return ungefahr die Form: W =

(ot +0v/6tX mit X unahbhéngig von F,, VarX =1, EX = 0.
——

deterministischeK omponenten

Also etwas: VALX = W (t + At) — W (t)

Dies fiihrt auf die Differenzengleichung:

AA(t) = A(t)(udt + cAW(t)) mit AA(t) = At + At) — A(t) und AW (t) =
W (t+ dt) — W(t)

Nun l&8t man At gegen 0 streben.

Die Differenzengleichungen geht dann iiber eine stochastische Differentialgleichung.
dA(t) = A(t)(udt + odW (t)) Dies entspricht der Integralgleichung:

A(t) = A(0) = [y Als)pds + o [§ A(s)dW (s)

Ein Prozel A ist Losung der stochastischen Differentialgleichung genau dann, wenn
Sie Losung der stochastischen Integralgleichung ist.

In der Finanzmathematik IT wird eine Definition des stochastischen Integrals ge-
geben und damit prézise definiert, welche Prozefl eine Losung der stochastischen
Differentialgleichung ist.

Eine Losung dieser stochastischen Differentialgleichung:

dA; = A(t)(udt + odWy), A(0) =z

Ist gegeben durch:

A@(t) = zexp(oW (t) + Lo%t)er, t >0

Dieser Prozefl wird als Aktienpreisprozefi im Black-Scholes-Modell verwandt. Dies
ist eine geometrischer Wiener-Prozefl mit Startpunkt A(0) = x, Wolatilitiat o, Drift
L.

Eigenschaften:

o dA(t) = A(t)(udt + odW (1)), A0) =

o (A®);54 hat stetige Pfade

2mittlere Renditenrate
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e expected rate of return ist konstant u.

o FAZCNATN — perexp(o(W(t+h) — W(H) — 30%h) — 1 = e — 1 =

ph+o(h)

e variance rat of return ist konstant o2

Var—A(H:()gA(t) = Var(e' exp(oW (h)—30h)) = e*"Var(exp(cW (h)—

e2h(e7*h — 1) = o2h + o (h)

o*h)) =

1
2

e return ist unabhéngig von der Vergangenheit und zeitlich homogen, denn
Ag(t)h) = e'texp(a(W(t + h) — W(t)) — 30°h) ist unabhéngig von F; und
A(t+h) A(h)

A1) " A®0)

Damit erfiillt (A (#));>0 die anfangs formulierten Annahmen und liefert somit ein
einfaches , plausibles Modell fiir eine Aktienpreisentwicklung in stetiger Zeit.

6.2 Definition des Black-Scholes-Modelles

- Handellszeitraum [0, 7] mit 2 Finanzgiitern

- Bankkontoentwicklung: stetige Verzinsung mit Zinsrate r > 0, d.h. S;(t) = €",0 <
t<T

- Aktienpreisentwicklung entsprechend eines geometrischen Wiener-Prozefies mit Vo-
latilitdt o, Drift g und Anfangskurs # > 0, d.h. Sy(t)0A@ () = zertexp(ocW (t) —
$0%t),t < T

- Informationsverlauf ist gegeben durch eine Filtration (F})o<i<r, so da W ein
Wiener-Proze bzgl. (F})cjo,17 ist.

6.3 Maflwechsel

Sei (€, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (F});>¢ Filtration auf €. Sei (L;):>o eine
positives Martingal bzgl P, und P ein weiteres Maf. Wahrscheinlichkeitsmafl auf
(Q, F) mit 22|z = L, fiir alle t > 0

Dann gilt:

P

(ii) (M;) ist ein P-Martingal, genau dann, wenn (M, L;);>o ein P-Martingal ist.
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(ili) Ist (R:)s>o ein positives Martingal mit FR; = 1, so kann man auf jedem F; ein
Wahrscheinlichkeitsmafl ()1 definiert werden mit dQT \ p =Ry, firallet <T.

Beweis:

u (i): Sei Y Fi-mefmar, A € Fj

Dann gilt:
[, YdP = [ YLdP = [y Ep(YL|F,)dP = [, 20D qp
da |Fs - L_S

Hleraus folgt:

Ep(Y Ly | Fs
Ep(Y|F,) = Lol

zu (ii): (M) ist ein P-Martingal
& E(M,|F,) = M, fiir alle s < t
L BQULAR) _ iy alle s < ¢
& (MiLyt)>o ist ein P-Martingal

zu (iii): Wegen ERp = 1 existiert ein auf Fr dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl Qr
mit:
Qr(A fA RpdP fiir alle A € Fr
Fiir A € F, firt <T gilt:
Qr(A) F,CFr fA RrdP A€F, fA E(Ry|F))dP R ist Martingal fA R,dP
also ist ‘?—PT]Ft = R,.

6.4 Grisanov-Transformation (einfacher Fall)
6.4.1 1.Fassung

Sei (W (t);>0 ein Wiener-Prozef§ auf (€2, F, P) bgl einer Filtration (Ft)t>0 Sei fiir
0 € R ein weiteres Maf§ Py auf (€2, Fi,) gegeben mit der Eigenschaft 22|p = L, :=
exp(OW (t) — 36%¢) fiir alle ¢ > 0

Dann gilt:

W(t)=W(t).0t,t >0

definiert einen Wiener-Prozef3 bzgl. P,.

Bzgl. Py verhilt sich wie ein Wiener-Prozefl mit Drift 6.

21.01.2010
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6.4.2 2.Fassung

(W(t))i>0 sei ein Wiener-Prozefl bzgl. P.

Sei ein weiteres Mafl Py auf (2, F..) definiert mit:

o\ F, = Ly = exp(OW () — 30t),0 € R

Dann gilt:

W(t)=W(t)—0t,t >0

definiert einen Wiener-Prozefl bzgl. Py

Beweis:

Zeige die definierenden Eigenschaften eine Wiener-Prozefes:

(i) (W(t))s> hat stetige Pfade mit W (0) = 0

(ii) W(t) — W(s) ist unahbhingig von D;(bzgl P5) und N(0,t — s) verteilt.

(i) folgt aus der Tatsache, dafi (W (t));>o stetige Pfade hat.

(ii) Sei g beschréankt mefbar:
zz.: Eg(g(W (t) = W(s))|Fs) = [ g(s)N(0,t — 5)(ds)
Wegen (6.3):
Eo(g(W(t) = W(s))|F})

(6:3)  E(g(W®H)—W(s))Li|Fs)

s

W (t) — W(
— E(g(W(t) — W(s) — 0(t — s)) % exp(O(W (t) — W(s)) — &
E(gW(t) — W(s) — 0(t — s))ex

W (t)—W ((s) unabhingig von Fs bzgl. P

denﬁ:

Eg(W(t) —0(t))L

= Eg(W(t) — 0(t)) exp(W (t) — 56°t)

= Eg(W(t) — 0(t)) exp((W (t) — 6t) + 6°t — 3671)

(
— 2% [ g(x)e? N(—0t,t)(dx), da W (t) — Ot ~ N(—0t, 1)
(

(—
= [g(x %exp( 507 )dx
= [g(z t)(dx)
Damit 1st gezelgt W(t) ~ N(0,t) bzgl. P,.

p(O(W(t) —
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6.5 Aquivalentes Martingalmaf

Wir betrachten ein BS-Modell entsprechend (6.2) Aktienpreisprozes.

AD(t) = zA(t) = zexp(cW (t) — Lo?t)e bzgl. P.

Es soll nun ein zu P auf Fr dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl P* angegeben wer-
den, so daf3

(e " A@ (t))g<s<r ein P*-Martingal ist.

Bezeichne mit (L(t))o<;<r den DichtequotientenprozeB “=|F, = L(t)

Naheliegend ist der Ansatz:

L(t) = exp(6W(t) — 26%),0 <t < T

fiir ein geeignetes 6 € R.

Dann wird so ein zu P auf Fr dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl definiert, da
L; > 0, P-fast sicher fiir alle 0 <t <T

Wegen (6.4) gilt:

W)y =W(t) —0t,0<t<T

ist ein Wiener-Prozefl bzgl P* und es gilt:

e " AD(t) = vexp(oW (t) — 100%t) exp(ut)e ™™

= exp(o(W(t) — 0t) + o0t — Lo*t + put — rt)

= zexp(o(W(t) — 0t) — Lo%t + t(u — 1 + 0b))

=zexp(oW (t) — 2ot + t(u —r — po))

Dies ist ein Martingal genau dann, wenn p —r 4 o6 = 0.

& 0=—=t=

Also haben wir gezeigt, dal das Wahrscheinlichkeitsma P* auf (Q, Fr) mit 22
exp(W (t) — 36%t), 0 <t < T mit § = -7

ez

Ft:

ein #quivalentes Martingalmas fiir das BS-Modell definiert, dann (e ™A@ (t))o<i<r
ein P*-Martingal.

Bemerkung:

bzgl.: P* ist der Aktienpreisprozef3 ein geometrischer Wiener-Prozef3 mit Drift r und
Volatilitét o.

Beweis:

Vorige Rechnung zeigt:

AD(t) = e AW (t) = ez exp(oW (t) — So?t) mit (W (¢))o<i<r Wiener-Prozef
bzgl. P*.

Bemerkung;:

Definiere ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (€2, Frr) durch:

4 |y = AT _ ot (1), 0 <t < T

Dann ist (A(t))o<i<r €in geomatrischer Wiener-Prozefl bzgl diesem Maf§ Pf mit Drift
r + o2 und Volatilitét o.

Beweis:
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e " A(t) = exp(oW (t) — $0°t) mit Wiener-Prozef (W (t))eo bzgl. P*
Girsanov liefert:

W(t) =W(t) —ot,0 <t < T ist ein Wiener-Proze8 bzgl. P;.

Also gilt:

A(t) = e exp(cW (t) — 2071)

= e exp(a(W(t) — ot) + Lo%t)

= ) exp(aW (t) — 102t) und damit die Beh..

Zusammenfassend kann man feststellen:

A@)(#)g<s<r ist ein geometrischer Wiener-Prozefl mit Startpunkt x und den Para-
metern p, o bzgl P.

und r,0 bzgl P*

r+ 02,0 bzgl. P;

6.6 Bewertung von Claims

Ein Claim ist ein Kontrakt, der seinem Inhaber die zufillige Auszahlung C am Ende
der Laufzeit zusichert.

Mathematisch gesehen:

jede Fi-mebar Abbildung wird als Claim bezeichnet.

Wir setzen im folgenden Vorraus:

(i) E*|C] <

(i) C ist meBbar bzgl. o(W(s) : 0 < ¢ < T)* Dann werden wir in Finanzmathema-
tik II sehen, dafl C durch eine selbstfinanzierende Handelsstrategie duplizierbar
ist.

Analog wie im diskreten kann eine Bewertung von C durch die Mittlung der
abdiskontierten Claimauszahlungen erfolgen.

Genauer:

Es gibt genau einen arbitragefreien Preisproze (P;(C))o<i<r fiir den CLaim
und es gilt:

e "P(C) = E*(e"C|F,),0<t<T

6.7 Black-Scholes-Formel

Im BS-Modell soll der Preisprozefl eines Calls mit Laufzeit T und Basis K berechnet
werden. Dies entspricht dem Claim:

3Preis ist so angebbar
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C'=(A“N(T) - K)*

Fiir den Anfangspreis des Calls gilt wegen (6.6) P, (C) = E*(e"T(A@(T) — K)*)
= E*e T (AY(T) — K)1 40 ()= k6

= E e A (T) 1y (pys i — € T K PH(AY(T) > K)

= 2P (AD(T) > K) — e "TKP*(A@(T) > K)

it 45|y — A0

Bzgl. P* ist (A(t))i>0 ein geomatrischer Wiener-Prozefl mit Drift r und Volatilitét

A(t) = e"texp(aW (t) — 20%t)

2

AT) < E o oW(t) — 10°T <log(X) —rt
W) log(£)—(r—10*)T
\/T - oVvT
und damit P(A(T) > £) =1 — Pr(A(t)
B log(£)—(r—Lo®)T
RN/ S

log(£)+(r—50°)T
— @( g(K)O_\(/TQ ) )
Analog kann:
Px(A(T) > £) berechnet werden, denn

A(t) = e+ exp(aW (t) — 10%t)

[=

<)

Also: o . -

K1 _ Jw() log()—(r+504)T
Al < 5 = {7 < Bt
und damit:

Py A(T) > &) =1- P;(A(T) < %)
lo — r+%02 T

1 - (i

_ q)(log(%);r\(/r%?ﬂ)T)

==

25.01.2010

Bezeichnen wir den Anfangspreis des Call mit Anfangsanktienkurs ¢, Laufzeit T und
Basis K mit ¢(x, T, K), so erhdlt man also:

o, T, K) = o » (BT pemrT (s

Da der Aktienkurs - gegeben F; sich verhélt, wie ein Black-Scholes-Modell mit Lauf-
zeit T — ¢ und Anfangskurs AEI) ergibt sich fiir den Callpreis P;(C') zum Zeitpunkt
t.

P(C) = (A", T —t,K).

Genauere Argumentation mit der Markov-Eigenschaft und (6.6).

P(C) = e B*(e T (A@(T) — K)*|Fy) = e T E*((A®(T) — K)*|F)

ME._ e~ r(T-1) fooo (y — K)+PT—t<A1Ex)’ dy)

log(m/K)—l—('r—laQ)T)
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— e T B (AT — 1) — K)*|__ A

— E*e —r(T—t)(A( )( ) K)* ’Z A®

[A( (t — s) gegeben Al = 7~ verhilt sich wie A® )(s)]
=c(2, T =t k)] .caw = C(A§ T —t,K)

’e_\\( )
C(A‘(")‘T-t K

6.8 Greeks

Wie ist die Abhéngigkeit des Black-Scholes-Preises von den Parametern.
Sei C(x,t,0,K) der Preis der Call-Option mit Laufzeit t, Anfangsaktienkurs x,
Volatilitdt o und Basis k.

Setze hy = w

ZyVy(p—Lly
ha(e,t) = ha(a,t) — o/T = G220t
Dann gilt:
c(z,t,0,K) = x®(hy(x,t)) — e " KP(hy(x,t))
Eigenschaften:

(i) lime(x,t,0,K) — (x — K)*

t—0

-0 x>k
Es gilt: %I—I}(} hy(z,t) =<0 x=k
—00 <k
und lim hy(z, ) = lim hy (2, t) — o/T = lim hy (x, t)
t—0 t—0 t—0

(i) Otc+ 3022?02¢c 4+ Td,c — re = 0 auf (0,00) x (0, 00)
Dies ist die Black-Scoles-Differentialgleichung.
(x,t) = c(z,t,0, K) erfiillt de DGL, da x¢(hy(z,t)) — Ke " ¢(ha(x,t)) =0

(iii) c ist strikt wachsend als Funktion des Aktienpreises mit Ad,c = ®(hy) > 0.
0,c ist das sogenannte Delta der Option und bestimmt eine Replikationsstra-

tegie.
Ist (AW (t))o<i<r der AktienpreisprozeB zu Anfangskurs y, so wird durch (H(t), Ha(t))o<i<¢
mit
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(vii)

(viii)

Hat) = 25(AD (1), — 1

H(t) = —Ke T T®(hy(AW(t), T — 1))

eine Handelsstrategie definiert, die Anteile H;(t) im Bankkonto und Hj(t) in
der Aktie angibt, so daB8 V;(H) = H,(t)e" + Hy(t)AW(t)

= c(AW (1), T — 1)

H = (Hy, Hs) ist der sogenannte A-Hedge fiir die Call-Option.

c ist strikt konvex in Aktienpreis x mit 92c = ¢(h1)d,hy = ¢(h1)$ >0

[' = 9%c heiflt das Gamma der Option.

I ist ein Ma8 fiir die Anderung von A.

' gro bedeute starke Anderung von A bedeutet starke Tendenz zur Portfo-
lioumschichtung.

T" klein bedeutet eine geringe Anderung von A bedeutet eine geringe Tendenz
zur Portfolioumschichtung.

¢ wichst mit der Laufzeit mit d,c = %qﬁ(hl) + Kre "' ®(hy)

O = 0;c heifit Theta der Option.

Die Formel folgt aus:

Othe = Othy — %O‘t_% und z¢(hy(z,t)) — Ke " p(ho(z,t)) =0

denn:

e = xd(h1)0hy — e " K p(ha)dshg + re " ®(hy)

= %%qﬁ(hl) + Kre "' ®(hy)

Dies ist eine spezifische Call-Eigenschaft. Beim Put ist dies nicht erfiillt.

Der Optionspreis wéchst mit der Volatilitéit o
2¢ = 2¢(h)Vt >0
A= g—g wird als Lambda oder auch Vega der Option bezeichnet.

Die Formel folgt aus:

G = G = Vi ag(h) — ke "¢(ha) = 0

Eine hohe Volatilitéat signalisiert eine erhdhte Unsicherheit im Markt, die zu
hoheren Optionspreisen fiihrt.

Der Optionspreis wéichst mit der Zinsrate r
% = K« te " ®(hy) > 0

p= % wird als rho der Option bezeichnet.
Die Formal folgt aus:

92 — 9 ynd wd(hy) — Ke " ¢(hs)

Der Optionspreis fallt mit steigender Basis K.

2 — —e®(hy) <0
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Die Formel folgt aus:

92 = I g(hy) — Ke (hy) =0

6.9 implizite Volatilitit und Smile-Effekt

BS-Modell ist ein einfaches Modell zur Beschreibung von Aktienkursen.

Frage: Erklart das Modell die auftretenden Empirischen Phénomene?

Ein Phénomen ist der Smile-Effekt, der in das BS-Modell nicht vorkommt.

Hierzu betrachtet man bei festem Anfangsaktienkurs x, fester Laufzeit T, feste Zins-
rate r den Callpreis als Funktion der Basis.

Zu verschiedenen Basispreises K sind die Marktpreise ¢,qm1¢(K) der dazugehorigen
Optionen abrufbar.

Zu jedem K kann die Modell-Volatilitét o(K) so bestimmt werden, dafl Modellpreis
und Marktpreis tibereinstimmt, d.h. ¢(x, T, 0(K), K) = Curarke(K)

o(K) ist die sogenannte implizite Volatilitét.

Wire das Black-Scholes-Modell exakt richtig, so gébe es nur eine Modell-Volatilitét.
Also wire o(K) konstant in K.

Man stellt aber folgenden Verlauf fiir o(K) fest:

BS-u
o I Basis K
Inthe tOhUt !
money at the money mgney

28.01.2010

6.10 Black-Scholes-Formel fiir den Put

Betrachte Claim der Form:
C = (K — A7)*
x-Anfangspreis

K - Basispreis

T - LAufzeit

zu berechnen ist:
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P(C) = e E*(e T (K — AT)*|F)

= B (e TO(K — Aggf))ﬂpt)

als arbitragefreien Preisprozef3 des Claims.

Definiere hierzu

p(x,s) = E*e (K — A firalle 2 >00< s < T
Dies ist der Anfangspreis eines Puts mit Laufzeit s und Anfangspreiskurs x.
Es gilt:

p(x,s) = e KP (A" < k) — E*e"’sAgx)lA(z)<K

= e KP*(A(s) < K/z) — 2P (A, < K/z)
Weiter gilt:

A(s) = e exp(cW (s) — 302s)

mit Wiener-Proze8 W bzgl. P*

Also P*(A(s) < K /) = (LI

Ferner: o
A(s) = exp(0? + r)sexp(cW — Lo2s)

mit W Wiener-Prozef bzgl P,-

Also B y
P;(A(S) S K/x) — P;(W(::) S IOg(K/zl:/(;+§o. )S)

—\7r lO' S
_ q)(log(K/mif\/(g+2 2) )
Insgesamt also

—(r—%62)s o 2 (r+Lo2)s
pla,s) = e K (LT (el tar)

Mit Hilfe der Markov-eigenschaft erhélt man wie beim Call P,(C) = p(AEx), T —t),
firalle 0 <t <T

6.11 Barriere-Option

Fiir viele Investoren ist Call oder Put zu teuer.

Deshalb werden Barriere-Optionen betrachtet.

z.B ein down and out Call mit Laufzeit T, Strike K und Barriere B verhélt sich
wie ein Call solange der Aktienkurs oberhalb der Barriere bleibt. Unterschreitet die
Aktie wihrend der Laufzeit die Barriere, verféllt der Call.

Auszahlung

’ J

[Hier verfallt cie Option

x Anfangsaktienkurs
Die Claimauszahlung eines down-and-out Calls mit Barriere B < x ist definiert
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durch.

C= U K)o

Dies ist eine Pfadabhéngige Option.

Als Anfangspreis er gibt sich f¢(z, T, K, B) = E*e "1C

R E*e_rT(Ag?) a K>+1inf0§s§T AM>B

Das explizite Berechnung ist schwieriger als beim einfachen Call.

Folgendes Lemma ist hilfreich:

Lemma:

Sei (X (t))i>0 ein Wiener-Proze mit Drift a d.h. (X (¢)—at);>¢ ist ein Wiener-Proze$.
Sei Z(t) := supg<,<; X(s) fiir alle t > 0

Fiir z,s € R mit z > z gilt:

P(X() < 2, Z(1) < 2) = B(258t) — (=2t

Die Aussage: folgt mit dem Satz von Girsanov und der Verteilung des Maximums
bei einem Wiener-Proze$ siehe (5.6).

W(t) = X(t) — at,t > 0 definiert einen Wiener-Prozef bzgl. P.

Definiere das WahrscheinlichkeitsmaBl Py auf F, durch 92| 5, = exp(aW (t) — 1a®t).
Dann ist bzgl. P, nach dem Satz von Girsanov:
W(s) =W(s) —as,0 < s <t eine Wiener-Proze8 bzgl P,.
Also ist:
W(s) = W(s)+as,0 < s <t ein Wiener-Prozef mit Drift bzgl P,.
M(t) = sup W(s)
0<s<t
PX(t) <z, Z(t)<z)=P,(W(t) <z, M) < z) = i exp(aW (t) — 3a*t)dP
W (t)<z,M(t)<z
= Eg(W () )<=

mit der g(y) = exp(ay — 3a°t)1(—ooq](y)

— B(g(W(#))[M(t) < 2)P(M(t) < 2)

Zur Berechnung des bedingten Erwartungswertes wird die bedingte Verteilung von
W(t)-gegeben M (t) < z bestimmt.

Wegen (5.6) folgt:

P(u(t) < 2, M(t) < 2) = P(W(t) < &) — P(W(t) < 2, M(£) > 2)

Splegelungsprmmp

PW(t) <z)— P(W(t) > 2z —x)
=0(%) — (1 - ¢(%5))
= B(L) — 1+ B(2 )
Also:
POV(E) < 2l M(t) < 2) = { 4 =
=7 )Ty e e
\/I;(M(t)<z)\[ fiir 7 < 2

Durch Differenzieren nach x erhélt man die bedingte Dichte.
_ 1 T 2z—x
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h(y) = 0 fir y > z und damit:

EgW () 1mw<= = Jy 9(w)h(y)dyP(M(t) < 2)

= E(g(W(t)|M(t) < 2)P(M(t) < z)

= J7 o Lol (y) explay — 3a®t)hydy P(M(t) < 2)

—00

L2 [T e it L (g( ) — ¢(2A4))dy
— Cb(w) _ e2azq)(x—2z—at)

Vit . Vit
denn [, 40 (3 )dy

= P,(W(t) —at <z — at)

= B(£ ), W(t) — at ~ N(0,t) brgl. P,

ay—1La? z—
J e t\%¢(2\/§y>dy

= Eexp(a(W(t) + 22) — 3a*) Liv ()20

beachte: W (t) + 2z hat Dichte y — \/%¢(227_ty)

2P(W(t) +2z <z)=e**P,(W(t) —at <z — 2z — at)

— e?az@(%)

Das Lemma wird nun angewandt, um den Preis einer Barriere-Option zu berechnen.
Es gilt:

EreT(AY — K)*1
= 2B e T A(T) Lintye,cq A> B2, A(T)>K /2

Ke ™" P*(infocscr As > B/x, A(T) > K/x

Weiter gilt:

P*(infocs<r As > B/x, A(T) > K/x)

= info<s<rlog(As) > log(B/x),log(A(T)) > log(K/x)

= P*(—infocs<r log(A(s) < log(B/x), —log(A(T) < log(z/K))
— P*(supye,er —log(A(s) < log(x/B), ~log(A(T)) < log/x/K)
Bzgl. P* ist:

(log(A(s))1/o = =W (s) + (30 —r/0)s,5s > 0

ein Wiener-Prozef§ mit Drift a = %
und damit folgt mit dem Lemma:

P (infogng A(S) > B/Z‘, A(T) > K/(L’)

_ (D(l/olog(r/K)—aT _ 62a1/glog(x/3)q>(l/olog(w/K)—2/0109(33/3)—11T
VT VT

log(:p/K)qL(rf%oQ)T

= (I)( g
— (/B a
Zur Berechnung von

infOSsST Agz) >B

o—r/o

log(B/(Kac))—&—(r—%Uz)T)
VT

E*e_TTA(T) 1inf0§S§T A(S)>B/(E,A(T)>K/(E
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fithre eine Maflwechsel zu P; durch mit

e |F, = e "TA(T)

Dann ist A(t) ein geometrischer Wiener-Prozef3 bzgl P mit Drift r + ¢ und man
erhélt analog
p; (infogng A(S) < B/$, A(T) > K/x)

oglx e lO' T 0] X T lO' T .
e St L Ay
Fasst man beide Terme zusammen erhélt man:

A(z,T,K,B) = ¢(z,T,K) — (x/B)*°¢(x, T, Kz*/ B?)
da(z/B)*/? = (v/B)*/°%2 2a/0 — 2b/0 = 2
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